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 מבוא לתורת הקבוצות 

 שאלות 

 :האם הן נכונות ואת הטענות הבאות במילים ובדקרשמו  (1

:2 . א ( ) 0x y x y  +  

:2 .ב ( ) 0x y x y  +  

: . ג
4

y
x y z xz   = 

,0 .ד 0 ,
2

x y
x y xy

+
     

,3 .ה 6n k n n k  − = (k ו-n .)טבעיים 

 . 0הערה: בסעיף זה הטבעיים כוללים את 
 

 כל אחת מהטענות הבאות בסימנים לוגיים:רשמו  (2

2פתרון אי־השוויון  . א 4x ,  2הואx    2אוx  −. 

2אי השוויון  .ב 4 0x + ,  מתקיים לכלx. 

3n, המספר nלכל מספר טבעי  . ג n− 6-מתחלק ב . 

|,  xעבור כל מספר  .ד | 1x   1אם ורק אם 1x−   . 

 

 ,קטעים רשמו במפורש את הקבוצות הבאות על ידי צומדיים או באמצעות (3
 : ואת מספר איברי הקבוצה

 . א 2| 16A x x=   

 .ב 2| 16B x x=   

 . ג 2| 16C x x=   

 .ד | ( 4)( 1) 0D x x x=  + −  

 .ה 3 2| 2 0E x x x x=  + − = 

 .ו || | 4F x x=   

 

 את הקבוצות הבאות על ידי פירוט כל איבריהן או על ידי רישומן בצורה:הגדירו  (4
}x   מקיים תכונה מסוימת{ |xA= 

 .זוגיים־קבוצת המספרים השלמים החיוביים האי . א

 . 20-ל 10קבוצת המספרים הראשוניים בין  .ב

 .4קבוצת הנקודות במישור הנמצאות על מעגל שמרכזו בראשית ורדיוסו  . ג

 .1, 2, 3, 4קבוצת ריבועי המספרים  .ד
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 אילו מן הקבוצות הבאות שוות זו לזו:ציינו  (5

 . א 11,13,17,19A= 

10|מספר ראשוני  x} .ב 20,{x xB  = 

 . ג 11,11,17,13,19C = 

 .ד | 4 ,D x x k k= =  

|שלם זוגי m} .ה 2 ,{x x mE == 

 

נתונה הקבוצה הבאה  (6 1,2,{2},{2,5},4,{2,4}A =. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה:

5 . א A 2 .ב A {2} . ג A 

{2} .ד A ה.  {2} A ו. A  

A .ז  ח.  2,{2} A ט .  2, 4 A 

{2,4} .י A יא .  {2, 4} A {2,5} .יב A 

{2,5} . יג A 1} .יד, 4} A  

 

 , המקיימות:B-ו Aשתי קבוצות,  מצאו  (7

A . א B 

A .ב B 

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (8

 {3,4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8} , {7,8}A B C D E= = = = = 

 : Xאיזה מבין הקבוצות לעיל יכולה להיות הקבוצה קבעו 

X . א A  וגםX D. 

X .ב D  וגםX C. 

X . ג E  וגםX  A. 

 

A הוכיחו: (9 B B C A C    . 

  

1
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 נתונות הקבוצות הבאות:  (10

 {3, 4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8}A B C D= = = =. 

 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (11

[1,4) , ( 2,1) , { | 0 4} , { | 2 0}xA B C x x D x= = − =    =  = 
 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   

 

 קבוצות:  3נתונות  (12

 {4,5,6,7,8} , 5,6,7,8,9 , {4,5,6,10}A B C= = = 

)את חשבו  . א )A B C− −. 

)את חשבו  .ב )A B C− −. 

 

 נתון: (13 11,12,13,14,15,16,17,18 , {12,15,18} , {13,15,17}U A B= = = . 

)את כלל דה מורגן  ימוהדג )
c c cA B A B = . 

 

) את כלל דה מורגן הראשון וחיהוכ (14 )
c c cA B A B = . 

 

 , של הקבוצות הבאות: -את הקבוצה המשלימה, ביחס למצאו   (15

,1] . א )A =  

) .ב ,1) (4, )B = −   

 . ג 2| 5 4 0C x x x=  − +  

 .ד || 1 | 2 4D x x x=  −    
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 באמצעות דיאגרמת ון את הקבוצות הבאות:  וגיהצ (16

A . א B ב. A B 

cA .ד cA . ג B 

cA .ה B ו. cA B 

cA .ז B ח. ( )c c cA B A B =  

) . ט )c c cA B A B =   

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (17

\כי   וחיהוכ . א CA B A B= . 
 זאת גם בעזרת דיאגרמת ון.  והרא

)נסמן:   .ב ) ( ) ( )\ , \ \X C A B Y C A C B=  = . 

Xכי  וחיהוכ Y=. 

)נסמן:   . ג ) ( ) ( )\ , \ \X A B C Y A B A C=  = . 

Xכי  וחיהוכ Y=. 

 

,תהיינה  (18 ,X Y Z .קבוצות כלשהן 

)א':   הענט ) ( ) ( )\ \ \X Y Z X Y Y Z Z X  =  . 

)ב': ה ענט )( ) ( )
C C C CX Y Z X Y Z  =  . 

)ג':   הענט ) ( )\ \ \ \X Y Z X Y Z=. 

,נכונה לכל בחירה של   הענאיזו ט ,X Y Z? 

 

כי אם הנקודה  וחיהוכ (19
1x   שייכת לסביבת   של הנקודה

0x, 

של   אז קיימת סביבת 
1x  שמוכלת בסביבת  של הנקודה

0x. 

 

 שלכל שתי נקודות שונות קיימות סביבות זרות.  וחיהוכ (20

 

כי אם  וחיהוכ (21
0x  לא שייכת לקטע הסגור[ , ]a b,  אז קיימת סביבה 

של הנקודה 
0x   אשר לא מכילה שום נקודה מהקטע[ , ]a b. 

 

0כי אם  וחיהוכ (22 0| | , | |x x y y −  −  אז ,( )0 0 0 0| | | | | |xy x y x y −  + +. 
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 תשובות סופיות 

)2מתקיים   yולכל  xלכל א.  (1 ) 0x y+ . אינה נכונה. ענו הט 

)2-כך ש ,y קיים xלכל  ב.  ) 0x y+ . אינה נכונה.ענו הט 

 -כך ש zקיים   yולכל  xלכל ג. 
4

y
xz  אינה נכונה.ענו הט .=

חיובי מתקיים   yחיובי ולכל  xלכל  ד. 
2

x y
xy

+
. נכונה.ענו הט 

3nטבעי המספר   nלכל ה.  n−  נכונה.ענו הט .6-מתחלק ב 

2א.  (2 4 2 2x x x     :2ב.   − 4 0x x +  

:3ג.  6n k n n k  − :ד.    = | | 1 1 1x x x   −   

)א.  (3 4, 4)A =  , בקבוצה אינסוף איברים.−

  ב. 3, 2, 1,0,1, 2,3B = − −  איברים. 7בקבוצה  ,−

ג.  1, 2,3C ד.   איברים. 3, בקבוצה = 3, 2, 1,0D = − −  איברים. 4בקבוצה , −

 ה. 0,1E  .איברים 2בקבוצה , =

ו.  4, 3, 2, 1,0,1, 2,3, 4F = − − −  איברים. 9בקבוצה  , −

א.  (4 | 2 1,A x x n n= = −      .ב 11,13,17,19B = 

ג.  2 2 2( , ) | 4 , ,C x y x y x y= + =   .ד   1,4,9,16D = 

 שוות זו לזו. E-ו Dשוות זו לזו, והקבוצות  C-ו A  ,Bהקבוצות   (5

 נכון. ה. נכון. ד.   נכון. ג. נכון. ב.  נכון. לא א.  (6

 י. נכון.  ט. נכון. ח. נכון.  ז. נכון.  ו. לא נכון.   

 יד. לא נכון. יג. נכון. יב. לא נכון. יא. לא נכון. 

7)  {1,2} {1,2},1, 2A B= = 

A,א.  (8 C    .ב,E D  .לא קיימת קבוצה כזאת. ג 

 וכחה.השאלת  (9

10) 1) {3,4,5,6,7,8,910}A B = ,2) {4,6,8}A B =  ,( )3) {3,5,7,9}A B C  = 

4)( ) ( ) {4,6,7,8,10}B C B D   = ,5)( ) ( ) {6,8}B C B D   =   

11) 1) ( 2,4)A B = − ,2)A B  =  ,( )3) (0,4)A B C  = , 

4)( ) ( ) ( 2,1)B C B D   = − ,5)( ) ( ) [0,1)B C B D   =   

1
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 {4,5,6}  ב.  א.  (12

 ללא פתרון.  (13

 וכחה.השאלת  (14

)א.  (15 ,1)CA = −    .[1,4]בCB CC[1,4]ג.   = = 

)ד.   ,1] [3,4]CD = −  

 ראו בסרטון. (16

 שאלת הוכחה. (17

 ב.ענו ט (18

 שאלת הוכחה. (19

 שאלת הוכחה. (20

 שאלת הוכחה. (21

 שאלת הוכחה. (22

1
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 רציונליים- איהמספרים ה

 שאלות 

 שהמספר זוגי.הוכיחו  ידוע כי מספר טבעי בריבוע הוא זוגי.א.       (1

 רציונלי.-הוא מספר אי 2  כיהוכיחו ב.      

 

 .3-שהמספר מתחלק בהוכיחו . 3-ידוע כי מספר בריבוע מתחלק בא.       (2

 רציונלי.-הוא מספר אי 3  כיהוכיחו ב.      

 

 שהמספר זוגי. הוכיחו ידוע כי מספר בשלישית הוא זוגי. א.       (3

3  כיהוכיחו ב.        רציונלי.-הוא מספר אי 2

 

אינו ריבוע של  טבעי ש n-רציונלי )בהנחה ש-הוא מספר אי  n  כיהוכיחו  (4
 מספר(. 

 

 :יכואו הפרהוכיחו  (5

 רציונלי. -רציונליים היא מספר אי -מכפלת מספרים אי . א

 רציונלי.-רציונליים הוא מספר אי-סכום מספרים אי .ב

 רציונלי. -א מספר איירציונליים ה-מנה של שני מספרים אי  . ג

 רציונלי. -רציונלי הוא מספר אי- איסכום של מספר רציונלי ומספר  .ד

 

3  כיהוכיחו א.       (6  רציונלי.-הוא מספר אי +2

2  כיהוכיחו ב.       3 5+  רציונלי.-הוא מספר אי +

3  כיהוכיחו ג.       2  י.רציונל-מספר אי הוא +3
 

a,מספר ראשוני ויהיו   p  יהיא.       (7 k יםמספרים טבעי. 

|  כיהוכיחו            kp a   |p a. 

kn:  אם וח יהוכב.       N,  אזk n רציונלי-הוא מספר אי  ( ), ,n k N . 

 

b| נסמן bמתחלק במספר   aהערת סימון: אם מספר                  a , 

 ". aמחלק את   bגם " נאמרו                                       

 

 GooL.co.il  תשובות לכל שאלות ההוכחה מופיעות באתר
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 קבוצות חסומות וקבוצות לא חסומות 

 שאלות 

נתונה הקבוצה  (1
1n

A n
n

 − 
=  
 

. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (2
4

1

2 1
A n

n n

 
=  

+ + 
. 

 הקבוצה חסומה. האם בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (3
4 2

4 2

3

2 2 8

n n
A n

n n

 + + 
=  

+ +  
. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (4
[ ]

, 0
cn

A n c
n

 
=    
 

. 

supאת מצאו שהקבוצה חסומה מלמעלה והוכיחו  . א A. 

infאת  מצאו שהקבוצה חסומה מלמטה והוכיחו  .ב A. 

 

נתונה הקבוצה  (5 5 4|A n n n= − + . 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה את מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 
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נתונה הקבוצה  (6 11 4 |nA n= − . 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (7
4 1

|
5

n
A n

n

− 
=  
 

. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

צות הקבו ום שלמאת האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימצאו   (8
 : במידה והם קיימיםהבאות, 

 . א
2

1
( 1) |nA n

n

 
= − +  
 

 

 .ב | | 1| 1B x x=  −  

 . ג
2

2

4
0

( 2)

x
C x

x

 − 
=   

−  
 

 .ד
1

| 1 sin ,
4 2

n n
D x x n

n

+ 
=  = +  

+ 
 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (9

 .S  נתונה קבוצה של מספרים ממשיים . א
 שאם קיים לקבוצה חסם עליון אז הוא יחיד. הוכיחו 

 שלקבוצה הריקה אין חסם עליון. הוכיחו  .ב

 

 את הטענות הבאות: הוכיחו  (10

0אז לכל מספר ממשי  ,Aהוא הסופרמום של הקבוצה  אם  . א , 
xקיים איבר  A, ש ךכ -x  −  . 

0אז לכל מספר ממשי  ,Aהוא האינפימום של הקבוצה  אם  .ב , 

xקיים איבר  A, ש ךכ -x    +. 
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 את הטענות הבאות: הוכיחו  (11

 .מספר ממשי בין כל שני מספרים ממשיים קיים  . א
 )משפט הצפיפות של הממשיים( 

)עבור קטעים מהטיפוס  .ב , ),[ , ), ( , )a b a b b−,  .לא קיים מקסימום 

]עבור קטעים מהטיפוס  . ג , ), ( , ), ( , )a a  − ,  .לא קיים מקסימום 

)עבור קטעים מהטיפוס  .ד , ),[ , ), ( , )a b a b b− הקצה הימני של הקטע , 
 הוא החסם העליון. 

 , יש חסם עליון S-היא קבוצה בעלת מקסימום, אז ל S אם .ה
maxומתקיים  supS S=. 

 

 .x ויהי , קבוצה לא ריקה של- תת A תהי (12

)י: ל ידע A-ל xנגדיר את המרחק בין  )  , inf |d x A x a a A= − . 

)כי  הראו  , A הוא החסם העליון של אם  ), 0d A =. 

 

 הטבעיים אינה חסומה מלמעלה.שקבוצת המספרים הוכיחו  (13

 

 אשר חסומה מלמעלה  ,שקיימת קבוצה של מספרים רציונלייםהוכיחו  (14
 אך אין לה סופרמום רציונלי. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (15

 קבוצה של מספרים ממשיים החסומה מלמטה.  K-נניח ש . א

נתבונן בקבוצה  |K x x K− = − . 

 חסומה מלמעלה. −Kשהקבוצה הוכיחו 

 , החסומה מלמטה  ,ריקה של מספרים ממשיים-שלכל קבוצה לא הוכיחו  .ב
 קיים חסם תחתון. 

 

 קבוצה חסומה מלעיל של מספרים ממשיים. T תהי (16

 .T קבוצה חלקית לא ריקה של S תהי
 כי: הוכיחו 

 .supT יש חסם עליון T- ל . א

supיש חסם עליון  S- ל .ב S. 

sup . ג supS T. 

maxבעלות מקסימום, אז  T-ו S אם .ד maxS T. 
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 שתי קבוצות לא ריקות, חסומות מלעיל, של מספרים ממשיים.  B-ו Aיהיו  (17

xנניח כי לכל   . א A  קייםy B, כך ש -x y. 

supכי  הוכיחו  supA B. 

sup-מר שוהאם יהיה נכון ל supA B? 

yנתון כי לכל   ,נניח שבנוסף לנתון בסעיף א' .ב B  קייםx A ,כך ש-y x. 

supכי  הוכיחו  supA B=. 

 

 , הן שתי קבוצות לא ריקות וחסומות של מספרים ממשיים B-ו A-נניח ש (18
sup  -כך ש infA B=. 

0שלכל מספר  הוכיחו  , קיים מספר x ב-A ,ומספר y  ב-B, כך ש-

x y+ . 

 

 , הן שתי קבוצות לא ריקות וחסומות של מספרים ממשיים B-ו A-שנניח  (19
sup  -כך ש infA B. 

0נניח שלכל מספר     קיים מספרx ב-A ,ומספר  y ב-B ,כך ש-x y+ . 

supכי  הוכיחו  infA B=. 

 

 , שאין לה מקסימום , קבוצה לא ריקה של מספרים ממשיים A-נניח ש (20
supxנניח כי  ו A. 

sup-ל x שנמצאים בין ,Aשיש לפחות שני איברים בקבוצה הוכיחו  A . 

 

 מספרים ממשיים. קבוצה לא ריקה וחסומה מלעיל של  S תהי (21
0c כי אםהוכיחו  , ל אז-c S  ומתקיים  חסם עליון, ישsup( ) supc S c S = . 

 

 קבוצות לא ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. T-ו Sיהיו  (22
Sכי הקבוצה הוכיחו  T+ היא בעלת חסם עליון ומתקיים: 

sup( ) sup supS T S T+ = +. 

 

 קבוצות לא ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. T-ו Sיהיו  (23

Sכי הקבוצה הוכיחו  . א T  .היא בעלת חסם עליון 

כי  הוכיחו  .ב sup( ) max sup ,supS T S T =. 

 

,תהיינה  (24 ,U T S  ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. -קבוצות לא 

sנניח כי לכל   S  ולכלt T   קייםu U,  :המקיים את התנאיu s t +. 
supכי  הוכיחו  sup supU T S +. 
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 את הטענות הבאות: הוכיחו  (25

 הן שתי קבוצות לא ריקות של מספרים ממשיים,  T-ו Sאם  . א
 ,T  אינו גדול משום איבר של S  כך שכל איבר של

supאז קיימים   , infS T,  :ומתקייםsup infS T. 

infמתקיים:   Sריקה וחסומה -לכל קבוצה לא .ב supS S. 
 תנאים? ? באילו ביניהן שוויוןהאם ייתכן 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (26

 את משפט ארכימדס.הוכיחו ו ונסח . א

 את תכונת ארכימדס.הוכיחו ו ונסח .ב

0שלכל מספר ממשי הוכיחו  . ג  קיים מספר טבעי n ,כך ש-  
1

0
n

 . 

,שלכל שני מספרים ממשיים  הוכיחו  .ד ,  המקיימים ,  קיים

- כך ש, nמספר טבעי  
1

n
   +   וגם

1

n
   − . 

 

 .A של חסם מלעיל ויהי   קבוצה לא ריקה של- תת A תהי (27

קיים   nנניח שלכל 
na A,  כך ש-

1
na

n
 − . 

 .A הסופרמום שלהוא   כי  הוכיחו 

 

1m-כך ש ,m יחידמספר שלם  קיים cממשי  מס' שלכלהוכיחו  (28 c m  +. 
]ומסמנים  ,c קוראים הערך השלם של m למספר ]m c=. 

 

שני מספרים ממשיים המקיימים  b-ו a יהיו (29
1

a b
n

− , לכל מספר טבעי n . 

aכי  הוכיחו  b=. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (30

טבעי נגדיר   n לכל . א ),nI n=  . 

1nכי  הוכיחו  nI 

= =. 

טבעי נגדיר   nלכל  .ב
1

,nJ
n

 
= − 
 

 . 

1nכי  הוכיחו  nJ 

= . 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (31

]טבעי נגדיר   nלכל  . א , ]n n nI a b= . 

נניח כי  
1n nI I+  לכל n. 

1nכי  הוכיחו  nI 

= . 

טבעי נגדיר   nלכל  .ב
1

0,nI
n

 
=  
 

 . 

1nכי  הוכיחו  nI 

= =. 

בסעיף ב' התקיים כי  . ג
1n nI I+  לכל n ,  1וכןn nI 

= =. 

 האם תוצאת סעיף ב' סותרת את תוצאת סעיף א'?
 

טבעי נגדיר   nלכל  (32
1 1

,nI
n n

 
= − 
 

 . 

כי  הוכיחו  1 0n nI

= =. 
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 תשובות סופיות 

minב.   הקבוצה חסומה. א.  (1 inf 0, sup 1A A A= = = 

ב.   הקבוצה חסומה. א.  (2
1

max sup , inf 0
4

A A A= = = 

ב.   הקבוצה חסומה. א.  (3
5 1

min inf , sup
12 2

A A A= = = 

supב.   הקבוצה חסומה. א.  (4 , inf [ ]A c A c= = 

minב.           .4א. הקבוצה לא חסומה מלמעלה וחסומה מלמטה על ידי  (5 4A= 

 . הקבוצה לא חסומה מלמטה. 7על ידי  מלמעלההקבוצה חסומה א.  (6

maxב.   7A= 

הקבוצה חסומה מלמעלה על ידיא.  (7
4

5
חסומה מלמטה על ידי, ו

3

5
; 

ב.     לכן, הקבוצה חסומה. 
4 3

sup , min
5 5

A A= = 

א.  (8
5

max , inf 1
4

A A= = minב.    − 0, max 2B B= = 

min ג. 2, sup 2C C= − infד.    = 0, sup 2D D= = 

 

 

 

 .חההן שאלות הוכ 32-9שאלות 
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 קבוצה צפופה 

 שאלות 

 שקבוצת הממשיים צפופה בקבוצת הממשיים.הוכיחו  (1

 

 שקבוצת הרציונליים צפופה בקבוצת הממשיים. הוכיחו  (2

 

 רציונליים צפופה בקבוצת הממשיים. -שקבוצת האיהוכיחו  (3

 

שהקבוצה הוכיחו  (4 10 |A q q=  צפופה ב-. 

 

שהקבוצה הוכיחו  (5 | ,A m n m n= −  צפופה ב-. 

 

 כך:גם קבוצה צפופה בממשיים  אפשר להגדיר (6

 ,(-היא צפופה )ב  של  S  קבוצה-תת 

0ולכל  xאם לכל     קייםs S, כך ש-  | |s x −  . 

 ,התכונהמקיימת את   קבוצה של-תת S שאםהוכיחו 

a,שלכל  b R  קייםs S, כך ש-a s b , אז S צפופה ב-. 

 

שהקבוצה הוכיחו  (7 10 0|A q q=   צפופה ב- 0,1. 

 

)קבוצה של מספרים ממשיים, הצפופה בקטע   Aתהי  (8 )1,. 

|שהקבוצה הוכיחו  ,
a

B a A n
n

 
=   
 

)צפופה בקטע    )0,1. 

 

קבוצה של מספרים ממשיים, הצפופה בקטע   Aתהי  (9 0,1. 

שהקבוצה הוכיחו  | ,B na a A n=     צפופה בקטע )0,. 

 

 ,4שלא מופיעה בהם הספרה  שקבוצת כל השברים העשרוניים הסופיים וחיהוכ (10

אינה צפופה בקטע  0,1I = . 
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)קבוצה של מספרים ממשיים, המוכלת בקטע   Aתהי  (11 )1, .וצפופה בו 

שהקבוצה הוכיחו 
( )2

: ,
1

a
C a A n

n a

  
=   

+  
אינה צפופה בקטע    0,1. 

 

של מספרים ממשיים, המוכלת בקטע  קבוצה  Aתהי  (12 0,1. 

שהקבוצה הוכיחו 
2

1
| ,

a
C a A n

n

+ 
=   
 

אינה צפופה בקטע    0,1. 
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 הערך השלם 

 שאלות 

 את המשוואות הבאות: פתרו  (1

 . א 4 10x + = 

 .ב 4 10x + = − 

 . ג 
2

4 100x + = 

22 .ד 1 9x + =  

2 .ה 1 2x x + − = −  

2 .ו 5ln 0.5xx x e x − + − =  

 

את המשוואה  פתרו  (2 4 2 1x x+ = +. 

 

216את המשוואה  פתרו  (3 7 8 6x x + = + . 

 

2את המשוואה  פתרו  (4 4 2 6x x x + + = + . 

 

 את המשוואות הבאות: פתרו  (5

4 . א 4 4x x x − +  = +  

1 .ב 1x x x + − −  =  

 

את המשוואה  פתרו  (6 4 1 10x + + = . 

 

שלם מתקיים  m- ממשי ו xהוכיחו כי לכל  (7   x m x m+ = +. 

 

 השוויונים הבאים: -את אי פתרו  (8

 . א 4 10x +  

 .ב 4 10x +  − 

 . ג 
2

4 100x +  

 .ד 4 10x +  
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 השוויונים הבאים: -את אי פתרו  (9

 . א   
2

5 6 0x x− +  

 .ב        1 2 10 3 2 2.44x x x x− − + +  + + 

 

 ממשיים מתקיים: y-ו xהוכיחו כי לכל  (10

] . א ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1x y x y x y+  +  + + 

] .ב ] [ ]x y x y    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

6א.  (1 7x     .14ב 13x−   ג.  − )  )6,7 14, 13 − 

)ד.   )4.5, 2 2, 4.5 − − 
 

1ה.     0x−     .ו 

2) 2.5, 3x = 

3) 
1 1 3

, ,
8 4 8

x = 

4) 1, 2x = − 

0xא.  (5 ,2ב.     = 0, 2x = − 

6) 5 6x  

 שאלת הוכחה. (7

6xא.  (8      .14בx  14ג.   − 6x−      .7דx  

2א.  (9 4x     .1ב or 5x x  

 שאלת הוכחה. (10

1
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 סימן הסכימה 

 שאלות 

 בפירוט את הסכומים הבאים: בוכת (1

 . א
10

0

4n

n=

 ב. 
4

1

2
k

k
=

 ג . 
10

4

n

n

na
=

 

 .ד
11

2

7

4 i

i

i a
=

 ה. 
8

1

t

t

tx
=

 ו. 
10

1

4

k

k

na +

=

 

 .ז
10

1

4
k

n
=

 ח. ( )
3

2

1

1
k

k
=−

+ ט . ( )
3

2

2

1

4x
=

− − 

 

 את הסכומים הבאים בעזרת סימן הסכימה:  בוכת (2

1 . א 2 4 8 16 32 64 128+ + + + + + + 

2 .ב 4 6 8 10 12 14 16 18 20+ + + + + + + + + 

1 . ג 3 5 7 9 11 13 15 17 19+ + + + + + + + + 

1 .ד 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 +  +  +  +  +  +  

1 .ה 2 3 4 5 6 ... 43 44 +  +  + +  

3 .ו 2 6 3 9 4 12 5 15 6 18 7 21 8 +  +  +  +  +  +  

2 .ז 2 25 7 ... 27+ + + 

 .ח
1 1 1 1

....
1 2 2 3 3 4 10 11

+ + + +
   

 

 . ט
2 6 10 14 18

3 9 27 81 243
+ + + + 

 .י
8 12 16 20

4
5 25 125 625

+ + + + 

 

 : את הסכומים הבאים וחשב (3

 . א
10

1

4
k

k
=

 ב. ( )
10

2

1

2 4
k

k k
=

+ ג . 
24

10

( 1)
k

k k
=

− 

 .ד
324

10 1k

k k

k=

−

+
 ה. 

10

4

( 2)( 2)
k

k k
=

− + ו. ( )
10

2

1

2 1 ( 2)
k

k k
=

+ − 

 : (' אינדוקציהנושא 'בפרק זה תחת ה  )שמוכחותלהיעזר בנוסחאות הבאות    ו * תוכל

 
2

2 3

1 1 1

( 1) ( 1)(2 1) ( 1)
, ,

2 6 2

n n n

k k k

n n n n n n n
k k k

= = =

+ + + + 
= = =  

 
   

1
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 : את הסכומים הבאים וחשב (4

 . א
20

1

5 4 8

2

k k

k
k=

 +
 ב. 

211

1

2 4 10

0.4

k k

k
k

+

=

 +
 ג . 

20
2 10

10

2 k

k

+

=

 

להיעזר בנוסחה הבאה:   ו* תוכל 
( )

1

1
( 1)

1

n
n

k

k

a a
a a

a=

−
= 

−
. 

 

 : את הסכומים הבאים וחשב (5

2 . א 2 2 21 2 3 ... 20+ + + + 

2 .ב 2 2 24 5 6 ... 24+ + + + 

2 . ג 2 2 22 4 6 ... 22+ + + + 

2 .ד 2 2 21 3 5 ... 17+ + + + 

 

 כי:  וחיהוכ (6

 . א
2 4 2 61

1 0

2 2

2 3

k kn n

k kk k

+ +−

= =

=
+ +

  

 .ב
2 2 83 1

4 8

4 17 2 4 1 2

1 3

k kn n

k k

k k

k k

−− +

= =

+ + + +
=

+ −
  

 

 : את הסכומים הבאים ללא פיצול הסכום וחשב (7

 . א
11

2

4

k ב. 
20

2

10

4 k 

  

1
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 תשובות סופיות 

0א.  (1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 104 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4+ + + + + + + + + + 

2ב.   1 2 2 2 3 2 4 +  +  +  

4ג.  5 6 7 8 9 104 4 4 4 4 4 4a a a a a a a+ + + + + + 

2ד.   2 2 2 2 2

7 8 9 10 11 74 7 4 8 4 9 4 10 4 11 4 7a a a a a a +  +  +  +  +  

1ה.  2 3 4 5 6 7 81 2 3 4 5 6 7 8x x x x x x x x+ + + + + + + 

5ו.  6 7 8 9 10 11na na na na na na na+ + + + + + 

4ז.  4 4 4 4 4 4 4 4 4n n n n n n n n n n+ + + + + + + + + 

)ח.  )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 21 1 0 1 1 1 2 1 3 1− + + + + + + + + + 

)ט.  ) ( ) ( )2 2 2

2 4 61 4 2 4 3 4x x x− − + − − + − − 

א.  (2
7

0

2k

k=

    .ב
10

1

2
k

k
=

   .ג( )
9

0

2 1
k

k
=

+    .ד( )
7

1

1
k

k k
=

+ 

)ה.  )
22

1

2 1 2
k

k k
=

−   .ו( )
7

1

3 1
k

k k
=

+  .ז( )
14

2

3

2 1
n

n
=

− 

ח. 
( )

10

1

1

1n n n= +
    .ט

5

1

4 2

3k
k

k

=

−
   .י

4

1
1

4

5k
k

k
−

=

 

 4360ג.   1650ב.    220א.  (3
 4545ו.    28ה.    4360ד. 

)א.  (4 ) ( )21 204
5 2 2 4 1

3
 − + ב.   −

( ) ( )11 1110 10 1 25 25 1
32

10 1 25 1

− −
 +

− −
 

ג. 
( ) ( )20 9

10
4 4 1 4 4 1

2
4 1 4 1

 − −
 −

− −  

 

 969ד.  2024ג.   4886ב.    2870א.  (5

 הוכחה.שאלת  (6

א.  (7
( )( ) ( )8 8 1 2 8 1 8 8 1

6 9 8
6 2

+  + +
+  +     .ב

( )11

18
16 16 1

4
16 1

−


−
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 אינדוקציה

 שאלות 

4כי   באינדוקציההוכיחו  (1 10 14 19n n +  לכל  9-מתחלק בn טבעי. 

 

באינדוקציה כי  הוכיחו  (2
1

1
sin sin

2 2sin

sin
2

n

k

n n
x x

kx
x

=

+


=( ), ,k n x  . 

22n הטבעי הקטן ביותר עבורו מתקיים  n-את ה   ומצא (3 n, 
 השוויון הנ"ל. -טבעי החל ממנו מתקיים אי  nבאינדוקציה שעבור כל  הוכיחו ו

 
 את הסעיפים הבאים: הוכיחו  (4

1)כי  באינדוקציה הוכיחו  . א ) 1nx nx+  1xולכל  טבעי n לכל , +   ממשי.  −

 נקרא אי שוויון ברנולי.  הנ"לאי השוויון הערה: 
 

כי  הוכיחו  .ב
1

1 1
1 1

1

n n

n n

+

   
+  +   

+   
 טבעי. nלכל   ,

 בתוצאת סעיף א'. ורמז: היעזר
 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (5
1

(1 )
1

nx
xn

− 
+

0לכל   1,x n  . 

 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (6
1

!
2

n
n

n
+ 

  
 

 .nלכל  

  שוויון ברנולי.-במהלך הפתרון באי  ורמז: היעזר
 

נתון כי   (7
1 12 , 2n na a a+ = + = . 

 טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שלכל הוכיחו 

2na . א  

1n .ב na a + 
 מהי סדרה רקורסיביות.  ו תרגיל זה  מיועד רק למי שלמד  הערה:

 

 ,טבעי nבאינדוקציה שלכל הוכיחו  (8

2אם  1 1 22 2 , 1, 0n n na a a a a+ += − + = − =, 

2אז  2na n n= −. 
 מהי סדרה רקורסיבית.  ו תרגיל זה  מיועד רק למי שלמד  הערה:

1
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 ,טבעי n באינדוקציה שלכלהוכיחו  (9

אם 
1 1 1 22 3 , 1, 1n n na a a a a+ −= + = =, 

אז 
1 1

3 ( 1)
6 2

n n

na =  − −. 

 מהי סדרה רקורסיביות. ושלמדרק למי מיועד  תרגיל זה  הערה:
 

4כי  באינדוקציה הוכיחו  (10 1n  .זוגי טבעי nלכל  ,15-מתחלק ב −

 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (11
0 0 0 0

0 0

n

na a

   
=   

   
 ( ),n a  . 

 מטריצות )אלגברה לינארית(.כפל  ושלמדרק למי  מיועדתרגיל זה  הערה:
 

 : תרגילים נוספים באינדוקציה תמצאו תחת הנושא "אי שוויונים מפורסמים"  הערה

 סעיף ו'. 3ובשאלה   1בשאלה  ,בפרק זה            

 

 

 

 

 GooL.co.ilתשובות לכל שאלות ההוכחה מופיעות באתר  
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 אי שוויונים מפורסמים 

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

x,שלכל שני מספרים ממשיים   וחיהוכ . א y   1המקיימים, 1x y , 

1xמתקיים  y xy+  +. 

2nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ .ב  :טבעי 

אם 
1 2 1na a a   אז  ,=

1 2 ... na a a n+ + +  ( ). 0 ia  

 

 .אי שוויון הממוצעיםאת  וחיוהוכ ונסח (2

 

a,שלכל  וחיהוכ (3 b  מתקיים : 

a . א b a b+   ( אי שוויון המשולש) +

a .ב b a b−  + 

a, . ג b b a a b a b−  − −  − 

a .ד b a b−  − 

a .ה b a b+  − 

1 .ו 2 1 2... ...n na a a a a a+ + +  + + + ( )ia  

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (4

 . שוורץ- אי שוויון קושיאת  וחיוהוכ ונסח . א

1כי אם  וחיהוכ .ב .. 1na a+ + 2אז   = 2 2

1 2

1
... na a a

n
+ + + ( ), in a  . 

 

 . תחת הנושא "אינדוקציה"מוכח בפרק זה  אי שוויון ברנוליהערה: 

 . ממנומעניינות  ת נוכיח שם גם כמה מסקנו             
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  יוניםואי שופתרון 

 שאלות 

 את אי השוויונים הבאים:  רופת

1) 
2 12 32x x−  − 

 

2) ( 3)( 7) 8 56x x x− −  − 
 

3) 
22 2 24 0x x+ +  

 

4) 
2

1
0

9

x

x

−


−
 

 

5) 
2 1

0
5

x

x

−


−
 

 

6) 

2

2

7 6
0

3 7

x x

x x

− +


− + −
 

 

7) | 2 | 3x +  

 

8) | 6 2 |x x−  

 

9) | 2 3 | 8 | 5 |x x+   − 

 

10) 2 6 | 1| 1 0x x− + −  

 

11) | 2 6 | | 5 | 14 |1 |x x x− + +  − − 

 

12) 3 7x +  

 

13) 
4

2 2
2

x
x
− − 

−
 

 

14) 2 6 3x x x+ −  − 
 

  על פתרון אי שוויונים.זמן הערה: לא מומלץ להתעכב יותר מידי 

1
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 תשובות סופיות 

1) 8x  4 אוx  

2) 11x   7  אוx  

 x כל (3

4) 3x    3או 1x−   

5) 
1

5
2

x   

6) 1 6x   

7) 5 1x−   −  

8) 2 6x   

9) 
1

5 3
2

x−   −  

10) 7x   5 אוx  −   

11) 4x  1 אוx  −   

12) 3 46x−    

13) 0.472x   

 . אין פתרון (14
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 עצרת, המקדם הבינומי, הבינום של ניוטון

 שאלות 

 ללא מחשבון:  חשבו, (1

 . א
4! 7!

0! 10!




 

 .ב
14! 20!

10! 17!




 

 

 את הזהויות הבאות: הוכיחו  (2

)2 . א 2)!( ) !n n n n− − =  

)2 .ב 1)! ! ( 1)!n n n n− + = + 

 . ג
2 21 ( 2) 2

( 1)! ( 2)! ( 1)!

n n

n n n

+ −
= +

− + +
  

 

 חשבו: (3

 . א
5

3

 
 
 

 .ב 
4

1

 
 
 

 . ג 
10

0

 
 
 

 .ד 
14

11

 
 
 

 

 

 את הזהויות הבאות: הוכיחו  (4

1 . א
0

n n

n

   
= =   

   
 .ב 

1

1

n nk

k kn

−   
=   

−   
 . ג 

11

11

n nn

k kk

+   +
=   

++    
 

 

2nבאינדוקציה שלכל הוכיחו  (5   :טבעי מתקיים

1 2 3 1
...

0 1 2 2 2

n n

n

−         
+ + + + =         

−         
  

 

 את פיתוח הבינום בכל אחד מהסעיפים הבאים: רשמו  (6

)4 . א )a b+ 5 .ב( 2)x )3 . ג + 4)x− 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (7

הוכיחו   . א
1

1 1

n n n

k k k

+     
+ =     

+ +     
,לכל   ,0k n k n  . 

 )באינדוקציה( את נוסחת הבינום.הוכיחו ו ונסח .ב
  

1
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1nשלכל הוכיחו  (8   :טבעי מתקיים 

... . א 2
0 1 2

n
n n n n

n

       
+ + + + =       

       
 

... .ב ( 1) 0
0 1 2

n
n n n n

n

       
− + − + − =       

       
 

3 . ג 9 ... 3 4
0 1 2

n n
n n n n

n

       
+ + − + =       

       
 

 

את האיבר הרביעי בפיתוח הבינום    ומצא (9
10

21
2

2
a

a

 
+ 

 
. 

 

)בפיתוח של  (10 )
12

3 2a a+,  7ישנו איבר שאחד מגורמיו הואa. 

 את מקום האיבר ואת ערכו.   ומצא
 

בפיתוח של  ,ומצא (11
10

2

1
x

x

 
+ 

 
 את ערכו.חשבו ו, xאיבר שאינו מכיל את   ,

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (12

בפיתוח של  ,ומצא . א

18
3

4

x b

a x

 
+  

 
את המקדם של   ,

1

x
. 

1aאם   ,את סכום כל המקדמים בפיתוחחשבו  .ב b= =. 
 
 

)המקדם של האיבר השלישי בפיתוח הבינום   (13 )na b+,  15הוא . 
 .n  את  ומצא
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 תשובות סופיות 

א.  (1
1

30
ב.    

1001

285
 

 שאלת הוכחה. (2

 364ד.    1ג.   4ב.    10א.  (3

 הוכחה.שאלת  (4

 הוכחה.שאלת  (5

4א.  (6 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4a b a a b a b ab b+ = + + + + 

5ב.   5 4 3 2( 2) 10 40 80 80 32x x x x x x+ = + + + + + 

3ג.  3 2( 4) 12 48 64x x x x− = − + − 

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

9) 4

15

2
T

a
= 

10) 7

7 924T a= 

11) 9 45T = 

א.  (12
12

6

18564 b

a


 182ב.     

13) 6n = 
 

1
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 שדות

 שאלות 

)בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור  (1 )  וכפל( )  עלR. 

 , בכל אחד מהסעיפים, אילו מבין אקסיומות השדה מתקיימות. וקבד

 . א
4

2

x y x y

x y xy

 = + +

 =
 

 .ב
2

x y x y

x y xy

 = +

 =
 

 . ג
2

x y y

x y y

 =

 =
 

 

נתונה הקבוצה  (2 2 2 | ,[ ]Q a b a b Q= + . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 

     
( ) ( )

( ) ( )

2 2 ( ) ( ) 2

2 2 ( 2 ) ( ) 2

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ + + = + + +

+  + = + + +
  

]2שהקבוצה  וחיהוכ ]Q, מהווה שדה. ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

 הוא יחיד. 0האיבר  ,שבשדההוכיחו  . א

 הוא יחיד. 1שבשדה, האיבר הוכיחו  .ב

 שבשדה, האיבר הנגדי הוא יחיד. הוכיחו  . ג

 שבשדה, האיבר ההופכי הוא יחיד.הוכיחו  .ד

 

a,יהיו  (4 b ים בשדה. איבר 

0aכי  הוכיחו  . א a a a=  + =. 

0כי  הוכיחו  .ב 0 0a a =  =. 

0כי  הוכיחו  . ג 0 0a b a b =  =  =. 
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 איברים של שדה. b-ו aיהיו  (5
 כי: הוכיחו 

) . א 1) a a−  = − 

) .ב ) ( )a b a b ab− = − = − 

 

 מתקיים חוק הצמצום.  ,שבשדההוכיחו  (6
abכי  הוכיחו כלומר,  cb a c=  ,לכל  ,= ,a b c ,  בשדה( 0)b . 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר  לתשובות מלאות בסרטוני וידאו היכנסו ל
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 2 - סדרות

תוכן העניינים

1. היכרות עם סדרות  י (ללא ספר)

2. חישוב גבול לפי כללי חשבון גבולות י 32

3. חישוב גבול לפי אוילר י 34

4. חישוב גבול לפי כלל הסנדוויץ י 35

5. חישוב גבול לפי מבחן המנה ומבחן השורש י 38

6. חישוב גבול של סדרה רקורסיבית י 39

7. חישוב גבול לפי ההגדרה י 41

8. שלילת הגדרת הגבול של סדרה י 43

9. הגדרת הגבול לפי היינה י 46

10. תת-סדרה, גבול חלקי, משפט בולצאנו ויירשטראס י 48

11. משפט שטולץ י 53

12. מבחן קושי להתכנסות סדרות י 55

13. שאלות הוכח או הפרך י 57
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 לפי כללי חשבון גבולות חישוב גבול 

 שאלות 

 את הגבולות הבאים: וחשב

1) ( )
ln

lim
n

n

n
e−

→
 2) 

2

2

4 2
lim

1000n

n

n n→

+

+
 

3) 
4 2

2

2 6
lim

3 10n

n n

n n→

+ +

+
 4) 

4 2

5

2 6
lim

3 10n

n n

n n→

+ +

+
 

5) 
2 5 6

lim
2 10 2n

n n n

n→

 − +
− 

+ 
 6) 

2 1
lim
n

n

n→

+
 

7) 
3 4 2 6

3 4

2 6 27
lim

3 10 4n

n n n

n n n→

+ + +

+ +
 8) 

2 3 3
lim

4 1 5 1n

n n

n n→

+ − −

+ − −
 

9) 
1

4 2 3

16 4
lim

2 2

n n

n nn

+

+ +→

+

+
 10) 

1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

n n

n nn

+

+→

 +

+
 

11) 
2

2

4 2
lim

1000n

n

n n→

+

+
 12) 

3

3 2

3 5 1
lim ln

2 1n

n n

n n→

 − −
 

− + 
 

13) 

4 2

4

2 6

3 10lim
n

n n

n ne
→

+ +

+ 14) 5
1

lim
2n

an

bn→

+

+
 

15) ( )2lim 5
n

n n n
→

+ − 16) ( )2lim
n

n kn n
→

+ − 

17) ( )2lim 1
n

n n n
→

+ + − 18) 4 2 2lim( 1 )
n

n n n
→

+ + − 

19) ( )2 2lim
n

n an n bn
→

+ − + 20) 
4

lim sin
n

n
n→

 
  

 
 

21) 
2

1 2 ...
lim

4 1n

n

n n→

+ + +

+ +
 22) 

2 2 2

3 2

1 2 ...
lim

1n

n

n n→

+ + +

+ +
 

23) 
1

lim 4 sinn

n n→
 24) 

1 1 1
lim ...

1 2 2 3 ( 1)n n n→

 
+ + 

  + 
 

:  24לשאלה  רמז *       
1 1 1

( 1) 1n n n n
= −

+ +
. 

 ! הערה חשובה מאוד
 כאל מספר טבעי!   x. יש להתייחס אל x המשתנה –  nבפתרון המלא, יופיע במקום המשתנה 

 במקום סדרה.   בנוסף, יש לזכור שסדרה היא פונקציה )מהטבעיים לממשיים( ולכן לעיתים אומר פונקציה 
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 תשובות סופיות 

1) 0 2) 4 
3)  4) 0 
5) 5− 6) 1 

7) 1.5 8) 
1 3

2 5

−

−
 

9) 0.25 10) 4 
11) 2 12) ln3 

13) 
1

3e 
 

14) ( ) ( )5lim / 0na a b b=   ,( ) ( )lim 0, 0na a b=    =, 

( ) ( )lim 0, 0na a b= −   = 

15) 2.5 16) 
2

k
 

17) 0.5 18) 0.5 

19) 
2

a b−
 20) 4 

21) 0.5 22) 
1

3
 

23)  24) 1 
 

1
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 אוילרחישוב גבול לפי 

 שאלות 

 את הגבולות הבאים: וחשב

1) 
1

lim 1
2

n

n n→

 
+ 

 
 2) 

2

1
lim 1

n

n n→

 
+ 

 
 

3) 
2

lim

n

n

n

n→

+ 
 
 

 4) 

2 1

2

1
lim 1

n

n n

−

→

 
− 

 
 

5) 
2 3

lim
2 3

n

n

n

n→

+ 
 

− 
 6) 

24
2

2

1
lim

4

n

n

n n

n n→

 + +
 

+ + 
 

7) 

10
2

2

4 1
lim

2

n

n

n n

n n→

 + +
 

+ + 
 8) 

1
lim 1 tan

n

n n→

 
+ 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות 

1) 
0.5e 2) 1 

3) 
2e 4) 

1e− 

5) 
3e 6) 

12e− 

7) 
30e 8) e 
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 כלל הסנדוויץ'חישוב גבול לפי 

 שאלות 

 : את הגבולו חשב 10-1בשאלות 

1) lim 2 3 4n n n n

n→
+ + 2) 

sin
lim
n

n

n→
 

3) 
cos(2 1)

lim
n

n

n→

+
 4) 

3 sin
lim

4 cosn

n n

n n→

+

+
 

5) 
2

2

3 sin 2
lim

cos3n

n n n

n n→

+ +

+
 6) 

3 arctan(2 3)
lim

4 arctan( ln )n

n n

n n n→

+ −

+ −
 

7) 
!

lim
nn

n

n→
 8) 

1
4

lim 1 2
nn

n

n

+

→
+ 

9) 
1 3 5 (2 1)

lim
2 4 6 2n

n

n→

    −

   
 10) 

2 2 2

1 1 1
lim ...

1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 כי וחיהוכ :9רמז לשאלה                   
1

2 1
n

n
a

+
. 

 

 .0- ל הבאות מתכנסתשכל אחת מהסדרות  וחיהוכ (11

 . א
1 1 1

3 5 2 12 2 2 2 ... 2 2 n
na +

    
= − −   −    
    

 

(0,1) .ב , ( 1)na n n   = − + 

 

 מספר ממשי וחיובי. xיהי  (12

נתבונן בסדרה: 
2 26

3 2
n

n x n
a

n

 +  
=

+
. 

limכי   וחיהוכ 2n
n

a
→

. 

 

את הגבול  וחשב (13
2 2 2 23 4 2 1 1.5 5lim 2 3 4 10

n n n n n

n

− + +

→
+ + +. 

 

את הגבול  וחשב (14
2

1

1
lim

3

n

n
k n k

→
= +
. 
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את הגבול  וחשב (15
2 4

2
3

1
lim

2

n

n
k n n k n

+

→
= + +
. 

 

את הגבול  וחשב (16
2 2

3 12 5 3
1

2 3 5
lim

5 2 1

n

n
k

n n

n k k→
=

+ +

+ + +
. 

 

את הגבול  וחשב (17
2

2

1
lim ln 1

n n

n
k n

k
k

+

→
=

 
+ 

 
. 

 

)תהי  (18 )na  1, המקיימת חיוביתסדרה 1n

n

a
q

a

+    לכלn .טבעי 

limכי   וחיהוכ 0n
n

a
→

=  . 

 האם ניתן לפתור ישירות בעזרת מבחן המנה?
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 תשובות סופיות 

1) 4 

2) 0 

3) 0 

4) 0.75 

5) 3 

6) 
3

4
 

7) 0 

8) 16 

9) 0 

10) 1 

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

13) 9 

14) 1 

15) 
1

2
 

16) 
3

2

5
 

17) 1 

 הוכחה.שאלת  (18

1
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 מבחן המנה ומבחן השורשחישוב גבול לפי 

 שאלות 

 את הגבולות הבאים: וחשב

1) 
!

lim
nn

n

n→
 2) 

2
lim

!

n

n n→
 

3) 
2

(2 )!
lim

( !)
n

n

n

n→
 4) 

!
lim

4

n

n

n

n→
 

5) 
( )2 !

lim
2

n

n

n

n→
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 0 2) 0 

3) 4 4) 
1

4e
 

5)   
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 גבול של סדרה רקורסיבית חישוב 

 שאלות 

 נתונה סדרה בעזרת נוסחת נסיגה )רקורסיה(.  3-1בשאלות 
 . את גבולה ושהסדרה מתכנסת וחשב וחיהוכ

1) 
1 12 , 2n na a a+ = + = 

 

2) 
1 12 1, 2n na a a+ = − = 

 

3) 1 1

1 1
, 2

2
n n

n

a a a
a

+

 
= + = 

 
 

 

0aיהיו  (4  ו-
1 0x . 

נגדיר סדרה  ברקורסיה על ידי  
1

1

2
n n

n

a
x x

x
+
= +

 
 
 

 .nלכל  ,

 .a- שהסרה מתכנסת ל וחיהוכ
 

1יהי  (5 0x a= . 

)ברקורסיה על ידי   nxנגדיר סדרה       )2

1

1
6

5
n nx x+ =  .n לכל ,+

 עבורם הסדרה עולה/יורדת. ,a את כל הערכים של הקבוע  ומצא . א

3מתכנסת עבור  nxהאם הסדרה  וקבע .ב 3.5a . 

 

1יהיו  (6 10 b a  

1נגדיר   1,
2

n n
n n n n

a b
a b a b+ +

+
=  .n לכל =

שהסדרות  וחיהוכ
na ו-

nb מתכנסות ומתקיים  lim limn n
n n

a b
→ →

=. 
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נתונה הסדרה  (7
1 1 1 22 3 , 1, 1n n na a a a a+ −= + = =. 

נגדיר סדרה חדשה . 1א.
nb   על ידי

1

n
n

n

a
b

a +

=. 

limשהגבול   וחיהנ         n
n

b
→

 אותו.  וקיים וחשב 

limהכלים להוכיח שהגבול את הערה: בשלב זה אין לנו          
n

n

b
→

 קיים.  

 .להוכיח זאתנלמד מספר שיטות בהמשך הפרק                         
 

שהסדרה   וחיבעזרת התוצאה של הסעיף הקודם הוכ. 2א.        
na  .שואפת לאינסוף 

  

ביטוי סגור עבור הסדרה   ומצא. 1ב.        
na .)כלומר נוסחה לא רקורסיבית( 

שהגבול  וחיהוכ. 2ב.        
1

lim n

n
n

a

a→
+

 . אותו וקיים, וחשב =

 הוא אכן נכון. 1ב.בסעיף  נמצאבאינדוקציה שהביטוי הסגור ש וחיהוכ. 3ב.        
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 תשובות סופיות 

 . 2 הוא הגבול (1

 . 1 הוא הגבול (2

 . 1הוא  הגבול (3

 . aהגבול הוא  (4

2אם  א.  (5 3a  ב. לא מתכנסת.   , אחרת היא עולה. הסדרה יורדת 

 שאלת הוכחה. (6

 .1ב. (7
1 1

3 ( 1)
6 2

n n

na =  −  − 
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 חישוב גבול לפי ההגדרה

 שאלות 

 על סמך ההגדרה של גבול של סדרה כי: וחיהוכ 7-1בשאלות 

1) 
2 1 1

lim
4 3 2n

n

n→

+
=

+
 2) 

2

2

1
lim 1

1n

n

n→

−
=

+
 

3) 
2

2

sin 1
lim

2 3 2n

n n

n→

+
=

+
 4) 

2

2

( 1)
lim 1

1

n

n

n

n→

+ −
=

+
 

5) 
2

2

4 2 1
lim 2

2 3n

n n

n n→

− +
=

+ +
 6) 

2

2

cos
lim 0

2n

n n

n→


=

+
 

7) ( )2lim 4 2
n

n n n
→

+ − =  

)  נתון כי הסדרה (8 )na  .מתכנסת 

 שגבולה הוא יחיד. וחיהוכ

 

n,נתון כי   (9 na a b b→ → . 

 לפי ההגדרה, כי: וחיהוכ

) . א )n na b a b+ → + 

) .ב )n na b a b →  

 

 על סמך ההגדרה של גבול של סדרה כי: וחיהוכ 14-10בשאלות 

10) lim 2 4
n

n
→

+ =  11) 3 2lim 5 6
n

n n n
→

− + + =  

12) lim log(2 5)
n

n
→

+ =  13) 2 1lim n

n
e +

→
=  

14) 
1

lim log
n n→

= −  

 

 שואפת לאינסוף. ,1,101,2,102,3,103,4,104שהסדרה  וחיהוכ (15

 

 שואפת לאינסוף. ,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4שהסדרה  וחיהוכ (16

 

1
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)שהסדרה  וחיהוכ (17 )1,2, 3,4, 5,6, , 1 ,
n
n− − −  לא שואפת לאינסוף −

 אינסוף.  או למינוס

 

 :וכיאו הפר וחיהוכ (18

lim . א limn n
n n

a a
→ →

=   =  

lim .ב limn n
n n

a a
→ →

=   =  
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 שלילת הגדרת הגבול של סדרה

 שאלות 

 את הגבולות החלקיים של הסדרות הבאות, מצאו   (1
 שמצאת. החלקיים את האיבר הכללי של הסדרה בהתאם לגבולות כתבו ו

 ,1,4,1,4,1,4,1,4 . א

 ,1,4,10,1,4,10,1,4,10,1,4,10 .ב

,1,0 . ג 4,1,0,4,1,0, 4,1,0,4,− − 

 

 החלקיים של הסדרות הבאות, את הגבולות מצאו   (2
 את האיבר הכללי של הסדרה בהתאם לגבולות החלקיים שמצאת. כתבו ו

 . א
1 2 3 4

, , , , , , , ,
3 5 7 9

1 1 1 1

2 4 6 8
 

 .ב
3 7 11 15

, , , , , , , ,
3 5 7 9

3 5 7 9

4 6 8 10
 

 . ג
( )1 4

1

n

n

n
a

n

− +
=

+
 

 
 :כי לפי ההגדרההוכיחו  6-3בשאלות 

3) 
10 1

lim
4 2 2n

n

n→

+


+
 

 

4) 
2

2

4 1
lim 1

2 2n

n n

n→

+ +


+
 

 

5) 
2

2

4 4 1 9
lim

2 2 4n

n n

n n→

+ +


+ +
 

 

6) ( )lim 1 1
n

n n
→

+ −  

 

 :כי לפי ההגדרההוכיחו ב - בסעיפים א  (7

)לסדרה  . א )1
n

na =  לא קיים גבול.  −

)הוא לא הגבול של הסדרה   1 .ב )1
n

na = − . 

)שלסדרה הוכיחו והיעזר בתוצאת סעיף א'  . ג )
3 4

1
5

n

n

n
b

n

+
= −

−
 לא קיים גבול. 

1

פרק 2סדרות

43

43



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 מתבדרת. ,0,1,2,0,1,2,0,1,2לפי ההגדרה, שהסדרה  הוכיחו (8

 

 מתבדרת. ,3,2,1,3,2,1,3,2,1לפי ההגדרה, שהסדרה  הוכיחו (9

 

 לא קיים גבול.  ,0,0,1,0,0,1,0,0,1לפי ההגדרה, שלסדרה  הוכיחו (10

 

לפי ההגדרה, שהסדרה  הוכיחו (11
2 2

n

n n
a

 
= −  

 
 מתבדרת. 

 

לפי ההגדרה, שהסדרה  הוכיחו (12
10 10

n

n n
a

 
= −  

 
 מתבדרת. 

 

   הגדרה, שהסדרההלפי  הוכיחו (13

1
even

1

2 1
odd

2

n

n
n

n
a

n
n

n

+
 +

= 
+

 +

 מתבדרת. 

 

לפי ההגדרה, שהסדרה  הוכיחו (14
1 2 3 4 5

, , , , , , , , ,
2 3 4 5 6

1 1 1
1

2 3 4
 מתבדרת. 

 

שלסדרה  לפי ההגדרה, הוכיחו (15
( )1 1

2

n

n

n
a

n

− +
=

+
 אין גבול.  

 

לפי ההגדרה, שהסדרה  הוכיחו (16
na n n = −

 
 מתבדרת. 

 קודם את סדרת הטענות הבאה:הוכיחו הדרכה: 

1. 2 2 0m m − =
 

 טבעי. mלכל  

2. 2 1
1

2
m m−   טבעי. 2mלכל  −

3. 2 1 1m m − = −
 

 טבעי. 2mלכל  

4. 2 2 1
1 1

2
m m − − − 

 
 טבעי. 2mלכל  
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שהסדרה  לפי ההגדרה, הוכיחו (17
2

2

2 4 1

2 10
n

n n
a

n n

+ +
=

+ +
 .- לא שואפת ל 

 

 .- לא שואפת ל ,0,1,2,1,4,1,6,1, שהסדרה לפי ההגדרה הוכיחו (18

 

,1,1נתונה הסדרה  (19 2,2, 3,3, 4,4, 5,5,− − − − −. 

 לפי ההגדרה, שהסדרה הוכיחו

 .- לא שואפת ל . א

 .−- לא שואפת ל .ב

 

)לפי ההגדרה, שהסדרה  הוכיחו (20 )10 1 10
n

na n n = + −
 

 .- לא שואפת ל 
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 הגדרת הגבול לפי היינה

 שאלות 

 : כי וחיהוכ (1

) . א )sin 2 0n ) .ב = )cos 2 1n = 

) . ג )sin (2 0.5) 1n + ) .ד = )cos (2 0.5) 0n + = 

) .ה )sin (2 1) 0n + ) .ו = )cos (2 1) 1n + = − 

) .ז )sin (2 1.5) 1n + = ) .ח − )cos (2 1.5) 0n + = 

) . ט )sin 0n ) .י = )cos ( 1)nn = − 

) . יא )sin ( 0.5) ( 1)nn + = ) .יב − )cos ( 0.5) 0n + = 

 
 אינם קיימים לפי היינה:  9-2בשאלות כי הגבולות  וחיהוכ

2) 
4

4
lim

4x

x

x→

−

−
 3) 

sin 4
lim

cos 10x

x

x→

+

+
 

4) 
0

1
limsin
x x→

 5)  
lim

x x

x
e

−

→
 

6) 
[10 ]0

1
lim

1 4 xx→ +
 7) 

 
0

sin
lim
x

x x

x→


 

8) 
 0

lim
sinx

x

x x→ −
 9)  ( )

0
limln 4 arctan
x

x
→

+ 

נתון כי   (10
2( ) 2

x

f x

 
 
 = . 

הוכיחו כי הגבול  . א
( 1)

lim
( )x

f x

f x→

+
 אינו קיים לפי היינה. 

)חשבו את הגבול  .ב )
1

lim ( ) x

x
f x

→
 לפי היינה. 

1lim- כך ש ,naתנו דוגמה לסדרה חיובית  . ג n

n
n

a

a

+

→
limאינו קיים אך   n

n
n

a
→

 קיים. 

 

הוכיחו כי הגבול  (11  ( )lim lim
x x

x x x
→ →

 = −
 

 אינו קיים לפי היינה. 

2טבעי מתקיים   n ראשית כי לכל   וחירמז: הוכ 1 1n n − = −  . 
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 תשובות סופיות 

 2ב.  (10
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 סדרה, גבול חלקי, משפט בולצאנו ויירשטראס - תת 

 שאלות 

 חשבו את הגבולות שלהלן אם הם קיימים.  (1
 נמקו מדוע, ,בכל מקרה שהגבול לא קיים, גם לא במובן הרחב

 .וחשבו את כל הגבולות החלקיים )גם גבולות חלקיים במובן הרחב(

 . א
( ) ( )

( ) ( )

5

3

3 2 3 2
lim

3 3 2

n n

n n
n→

− − − +

− + − +
 

 .ב
( ) ( )

( ) ( )

5

2

3 2 3 2
lim

3 3 2

n n

n n
n→

− − − +

− + − +
 

 . ג
1

lim 1

n

n n→

 
− 

 
 

 

 חשבו את הגבולות שלהלן אם הם קיימים.  (2
 נמקו מדוע, בכל מקרה שהגבול לא קיים, גם לא במובן הרחב

 .וחשבו את כל הגבולות החלקיים )גם גבולות חלקיים במובן הרחב(

lim . א 2
2n

n
n

→

  
−  

  
 

) .ב )lim 4 4
n

n n
→

−       

lim . ג
4 4n

n n

→

  
−  
  

 

 

) -נתון ש (3 )na סדרה עולה ממש של מספרים שלמים . 

 שלילי בסדרה.-שקיים איבר אי הוכיחו . א

כי   הוכיחו .ב
1

lim 1

na

n
n

e
a→

 
+ = 

 
. 

 

sin כי לסדרה הבאה אין גבול: הוכיחו (4
3

n

n
a

 
=  

 
. 

 

את הגבול הבא  וחשב (5
( 1)

lim

n
n

n

n

n→

 + −
 
 

. 
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)כי לסדרה הבאה אין גבול:  הוכיחו (6 )
2

1 111 ; 2n na a a+ = − =. 

 

נתונה הסדרה  (7
na1 , המוגדרת על ידי 1

1
; 2n

n

a a
a

+ = =. 

 שהסדרה מתכנסת.  הוכיחו

 

נתונה הסדרה  (8
naהמוגדרת על ידי , ( )1 1

1
; 0

1
n

n

a a n
a

+ = = 
+

. 

 שהסדרה מתכנסת.  הוכיחו

 

 שכל מספר המופיע אינסוף פעמים בסדרה הינו גבול חלקי של הסדרה.  הוכיחוא.  (9
 סדרה שיש לה אינסוף גבולות חלקיים. מצאו ב. 

 

sinנתונה סדרה  (10
4

na n


=. 

limאת כל הגבולות החלקיים של הסדרה ובמיוחד את  מצאו   n
n

a
→

lim-ו   n
n

a
→

 . 

 

sinנתונה סדרה  (11
4

na n n


=. 

limאת כל הגבולות החלקיים של הסדרה ובמיוחד את  מצאו   n
n

a
→

lim-ו   n
n

a
→

 . 

 

na...,1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5נתונה סדרה  (12 =. 

limאת כל הגבולות החלקיים של הסדרה ובמיוחד את  מצאו   n
n

a
→

lim-ו   n
n

a
→

 . 

 

נתונה סדרה  (13
1

( 1)n

n

n
a

n

+
= −. 

limאת כל הגבולות החלקיים של הסדרה ובמיוחד את  מצאו   n
n

a
→

lim-ו   n
n

a
→

 . 

 

!נתונה סדרה  (14 40

2

1
( 1) sin

4

nn

n

n
a n

n

 
= −  +  

 
. 

limאת  מצאו   n
n

a
→

lim-ו   n
n

a
→

 . 

 

nעל ידי   nbנגדיר סדרה חדשה  ו ,naנתונה סדרה  (15

n nb n a= . 

 כי לשתי הסדרות אותם גבולות חלקיים. הוכיחו
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תהי  (16
na הבולות חלקיים שלגהם שני   11-ו 10נניח כי  ו ,סדרה . 

m, קיימים Nשלכל  הוכיחו n ,כך ש-
1

2
m na a− . 

 

 נתונה סדרה (17
na. 

nk
a ו-

kma  סדרות של - שתי תת
na  :המקיימות 

1. ,
k kn maa L L→ → 

כל איברי הסדרה  .2
na  .מופיעים בלפחות אחת מתת הסדרות הנתונות 

: הוכיחו
na L→. 

 ,לסדרה לא מונוטונית"  ת קיום גבולח הוכבסרטון "שיטה ל הערה: טענה זו הוסברה והודגמה 
 . 5-4בעזרתה פתרנו את שאלות  ו            
 

נתונה סדרה חיובית  (18
na  המקיימת

1
lim lim 1n
n n

n

a
a→ →

 =. 

 כי הסדרה מתכנסת.  הוכיחו
 

 את שני הסעיפים הבאים:  ורפת (19

שלכל סדרה חסומה  הוכיחו . א
na, inf lim lim supn n n na a a a    

supהערה:  na  הוא החסם העליון של הקבוצה 1 2, ,..., na a a. 

inf  שעבורה naסדרהמצאו   .ב lim lim supn n n na a a a  . 

 

סדרהשה הוכיחו (20
na  מתכנסת במובן הרחב אם ורק אםlim limn na a= . 

 

 את המשפט המפורסם הבא: הוכיחו (21

n,לכל שתי סדרות חסומות    na b  מתקיים 

) . א )lim lim limn n n na b a b+  + 

) .ב )lim lim limn n n na b a b+  + 

 

נתונות שתי סדרות חסומות   (22
na ו-

nb. 

 . זאת הוכיחוו ,האם הטענה בכל סעיף נכונה וקבע

)ייתכן שמתקיים  . א )lim lim limn n n na b a b+  +. 

 ייתכן שמתקיים התנאי בסעיף א' ושתי הסדרות לעיל מתכנסות.  .ב

 מתכנסת.  לעיל  ורק אחת מהסדרותייתכן שמתקיים התנאי בסעיף א'  . ג
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)יהיו  (23 )na ו-( )nb  .סדרות חסומות 

)הוכיחו כי   )lim lim limn n n n
n nn

a b a b
→ →→

+  +. 

 

)תהי  (24 )na סדרה חסומה של מספרים חיוביים, כך ש-( )1lim 1n n
n

a a+
→

=. 

)הוכיחו שאם  . א )na  מתכנסת, אזlim 1n
n

a
→

=. 

0Lהוכיחו שאם  .ב   הוא גבול חלקי של( )na, 

אז גם 
1

L
 הוא גבול חלקי שלה.  

0L-הוכיחו שלא ייתכן ש . ג )הוא גבול חלקי של  = )na. 

 הראו, באמצעות דוגמה, שללא דרישת החסימות,  .ד

0L-ייתכן ש )הוא גבול חלקי של  = )na. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (25

)הדגימו שתי סדרות חסומות ומתבדרות,  . א )na ו-( )nb, 

limהמקיימות   1n n
n

a b
→

=. 

)יהיו  .ב )na ו-( )nb  שתי סדרות, המקיימותlim 1n n
n

a b
→

=. 

0מתקיים  nהוכיחו שאם לכל  , 1n na b   אז ,lim lim 1n n
n n

a b
→ →

= = . 

 

תהי  (26
na n n n = = −

 
.    

)הוכיחו כי הסדרה  . א )na  .חסומה 

מצאו את   .ב inf |na n  ו-lim n
n

a
→

-, וקבעו האם ל |na n  .יש מינימום 

2מתקיים  nהוכיחו כי לכל  . ג 21 1 1n n n− = − − +. 

)הוכיחו כי   .ד )( )2lim 1 1 1
n

n n
→

− − − = . 

)הוא גבול חלקי של   =1L-ד', כדי להוכיח ש-היעזרו בסעיפים ג' ו .ה )na. 

מצאו את   .ו sup |na n   ואתlim n
n

a
→

- , וקבעו האם ל |na n 

 יש מקסימום.
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)תהי  (27 ) ( )na n n n = −
 

. 

)הוכיחו כי הסדרה  . א )na  .חסומה מלרע 

)הוא גבול חלקי של   0-הוכיחו ש .ב )na. 

מצאו את   . ג inf |na n N   ואתlim n
n

a
→

- , וקבעו האם ל |na n N 

 יש מינימום. 

 מספר טבעי.  יהי  .ד

2, מתקיים  nהוכיחו שכמעט לכל   2 1n n n +  +. 

 מספר טבעי.  יהי  .ה

)הוכיחו כי   )2lim 2
n

n n n
→

+ − =. 

)הוכיחו, בעזרת סעיף ה', שכל מספר טבעי הוא גבול חלקי של  .ו )na. 

)האם  .ז )na סומה מלעיל? ח 

limחשבו את  .ח n
n

a
→

. 

מצאו את   . ט sup |na n וקבעו האם לקבוצה , |na n  .יש מקסימום 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 א. הסדרה שואפת לאינסוף. (1
 אינסוף. לסדרה אין גבול. הגבולות החלקיים של הסדרה הם אינסוף ומינוס  ב. 

לסדרה אין גבול. הגבולות החלקיים היחידים של הסדרה הם ג. 
1

e
. 

 . −1,  0לסדרה אין גבול. הגבולות החלקיים היחידים של הסדרה הם א.  (2
 .0הגבול של הסדרה הוא ב. 
 .0,0.25,0.5,0.75בולות החלקיים היחידים של הסדרה הם גה לסדרה אין גבול.ג. 
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 משפט שטולץ

 שאלות 

: חשבו (1
31 2 3

lim
n

n

n

n→

+ + + +
. 

 

: חשבו (2
( )

3

1 3 2 5 3 7 2 1
lim
n

n n

n→

 +  +  + +  +
. 

 

:חשבו (3
1

1 2 3
lim

p p p p

pn

n

n +→

+ + + +
 קבע שלם וחיובי.  p, כאשר  

 

1: חשבו (4 2 3

3

1 2 3
lim n

n

c c c n c

n→

 +  +  + + 
lim, אם ידוע כי   n

n

c
k

n→
=. 

 

: חשבו (5
2 2 2

3

1 2
lim
n

a a n a

n→

      +  + +        כאשר ,a  .קבוע ממשי 

 

limנתון כי   (6 n
n

a L
→

= . 

 כי:  וחיהוכ

1 . א 2 ...
lim n

n

a a a
L

n→

+ + +
 (.L- נית מתכנסת לחשבו)סדרת הממוצעים ה =

 .ב

1 2

lim
1 1 1

...
n

n

n
L

a a a

→
=

+ + +

 (.L- )סדרת הממוצעים ההרמונית מתכנסת ל 

 . ג
1 2lim ...n

n
n

a a a L
→

    (.L- )סדרת הממוצעים ההנדסית מתכנסת ל  =

0Lכי   ו חיבסעיף ב' הנ :* הערה , 0כי   וחיבסעיף ג' הנוna  לכל n. 
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 תשובות סופיות 

1) 1 

2) 
2

3
 

3) 
1

1p +
 

4) 
3

k
 

5) 
3

a
 

 הוכחה.שאלת  (6
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 סדרות  מבחן קושי להתכנסות 

 שאלות 

הסדרה  (1
na   1מקיימת

1

2
n n n

a a −−   לכל ,n . 

 שהסדרה מתכנסת.  הוכיחו

 

שהסדרה  הוכיחו (2
1 1 1

1 2
na

n
= + +  שואפת לאינסוף. +

 

כי הסדרה  הוכיחו (3
2 2 2

1 1 1

1 2
na

n
= + +  מתכנסת.  +

 

הסדרה  (4
na   1מקיימת

n

n na a a−−   לכל ,n  0, כאשר 1a . 

 שהסדרה מתכנסת.  הוכיחו

 

כי הסדרה  הוכיחו (5
( )

2

coscos cos 2

3 3 3
n n

n
a

 
= + +  מתכנסת.  +

 

סדרה  (6
nx 2  מקיימת 1 1n n n nx x k x x+ + +−  0כאשר  ,nל  לכ − 1k . 

 שהסדרה היא סדרת קושי ולכן מתכנסת.  הוכיחו
 

נתונה סדרה  (7
nx  1המוגדרת על ידי

1

1
n

n

x
x

+ =
+

  ,1 1x =. 

 את גבולה.  ושהסדרה מתכנסת וחשב הוכיחו
 

שהסדרה   הוכיחובכל אחד מהסעיפים הבאים  (8
nx מתכנסת . 

1 . א 1

1
1, 1n

n

x x
x

+= = + 

1 .ב 1 2

1
1,

2
n

n

x x
x

+= =
+

 

2 . ג

1 1

1
1, ( 8)

6
n nx x x+= = + 
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נגדיר סדרה  (9
nx 1  על ידי 2 2 1

3 1
1, 2, 

4 4
n n nx x x x x+ += = = +. 

 

 את גבולה.  ות וחשבשהסדרה מתכנס הוכיחו
 

סדרה  (10
nx מקיימת  

2 1n n nx x x+ 1- ו ,טבעי n  לכל =+ 21 2x x  . 

 שהסדרה מתכנסת.  הוכיחו

1 טבעי מתקיים n ראשית שלכל הוכיחוהדרכה:  1
2

n

n

x

x
+ . 

 

 כל אחת מהטענות הבאות:  יכואו הפר הוכיחו (11

 . nxסדרה  א. נתונה 

1limאם  | | 0n n
n

x x+
→

−  מתכנסת.  nxאז  ,=

2מתקיים   nל ב. אם לכ 1 1n n n nx x x x+ + +−  אז הסדרה   ,−
nx  .מתכנסת 

0אז קיים  ,מקיימת את תנאי קושי nxסדרה ג. אם  1  כך שלכל  n :טבעי 

2 1 1n n n nx x x x+ + +−   −  

 
 הערה

 . 6בשאלה  ונחהוכמומלץ להשתמש בטענה אותה  10-7בשאלות 
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 הוכיחו או הפריכושאלות  

 הערת ניסוח

 הניסוחים הבאים שקולים:

nטבעי כך שלכל   Nקיים  . א N  מתקיימת הטענהX . 

 . Xמתקיימת הטענה   n  כמעט לכל .ב

 .Xמתקיימת הטענה  ,ים-n , פרט למספר סופי שלn לכל . ג

 

 שאלות 

 : את הטענה הנתונה הוכיחו או הפריכו 13-1בשאלות 

אם  (1
na .סדרה חסומה, אז יש לה גבול 

 

limסדרה לא חסומה, אז  nbאם  (2 nn
b

→
=   אוlim nn

b
→

= −. 

 

|אם  (3 |lim nn
c k

→
lim, אז = nn

c k
→

limאו  = nn
c k

→
= −. 

 

 סדרה עולה, אז היא לא חסומה.  ndאם  (4

 

- אם ל (5
na ו-

nb אין גבול, אז גם ל-( )n na b+ וגם ל -( )n na b  .אין גבול 

 

)-אין גבול, אז גם ל nb-ו na- אם ל (6 )/n na b .אין גבול 

 

אם  (7
na מתכנסת ו -

nb אז  ,מתבדרת( )n na b .מתבדרת 

 

)אז  ,מתבדרת nb- מתכנסת ו naאם  (8 )n na b  .מתכנסת 

 

2limאם  (9 nn
a L

→
lim, אז = nn

a L
→

=. 

 

nאם  (10 na b  לכלn אז ,lim limn nn n
a b

→ →
. 
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limאם  (11 nn
a

→
=  גםו 

nb   חסומה, אזlim n nn
a b

→
= . 

 

limאם  (12 nn
a k

→
1na גםו =   לכלn 1, אזk . 

 

1limאם  (13 nn
a

→
), אז = ) 1lim

n

nn
a

→
=. 

 

 :הוכיחו או הפריכו (14

 ,מתכנסת הם מספרים רציונלייםאם כל האיברים של סדרה  . א
 אז גם גבולה הוא מספר רציונלי.

)-ו naאם  .ב 0)n nb b אז גם הסדרה    ,סדרות חסומותn
n

n

a
c

b
 חסומה.  =

אם  . ג
na 2אז גם הסדרה  ,סדרה עולה( )n nb a= .עולה 

אם  .ד
1

lim 1 0

n

n
n

a
n→

 
+ = 

 
אז הסדרה   ,

na .חסומה 

אם  .ה
na ו-

nb אז גם הסדרה    ,סדרות חסומות( )21
2

2 n
n n na

c b b=  חסומה.  +

)- ו סדרה מתכנסת  naאם  .ו 0)n nb b 2לסדרה   אז ,סדרה חסומה( )n na b 

 סדרה מתכנסת. - יש תת

nכך שלכל   ,טבעי N אז קיים ,סדרה מתכנסת naאם  .ז N   מתקיים

1
1

2

na

n
− . 

 אז היא חסומה.  ,אם לסדרה יש גבול חלקי .ח
 

 : את הטענה הנתונה הוכיחו או הפריכו 18-15בשאלות 

2מתקיים:   n אם לכל (15

1(0,1) ,n n na a a+   אז הסדרהna מתכנסת . 

 

הסדרה  (16
11 2 3 4 5 6 ... ( 1)n

n

n
a

n

−− + − + − + + −
 .מתבדרת =

(0,1)1מתקיים:   n אם לכל (17 , 4 (1 ) 1n n nx x x + −   אז הסדרה
nx ל  מתכנסת -

1

2
. 

 

 רציונליים השואפת אליו. -מספרים אילכל מספר רציונלי קיימת סדרת  (18
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 :הוכיחו או הפריכו (19

)1אם הסדרה  . א )n nn
x x+ אז הסדרה   ,מתכנסת

nx  .מתכנסת 

)אם הסדרה  .ב )2 1
n nn

x x+ אז הסדרה   ,מתכנסת
nx  .מתכנסת 

 

20) 
nx  המקיימת  שלמיםסדרה של מספרים

1n nx x+  לכל n. 

 :הוכיחו או הפריכו

הסדרה  . א
nx  .לא מקיימת את תנאי קושי 

 סדרה מתכנסת. -לא יכולה להיות תת  nxלסדרה  .ב

 

 :הוכיחו או הפריכו (21

limאם  . א , limn n
n n

a a b b
→ →

= a-ו = b,   אז כמעט לכלn   מתקיים
n na b. 

limאם  .ב , limn n
n n

a a b b
→ →

= nמתקיים  n וכמעט לכל = na b,  אזa b. 

 

)תהי  (22 )na  .סדרה מתכנסת במובן הרחב 

 :הוכיחו או הפריכו

limאם  . א 0n
n

a
→

0naמתקיים  nכמעט לכל   , אז= =. 

limאם  .ב 0n
n

a
→

כמעט לכל   , אזn  0מתקייםna . 

limאם  . ג 0n
n

a
→

כמעט לכל   , אזn  0מתקייםna . 

limאם  .ד 0n
n

a
→

כמעט לכל   , אזn  0מתקייםna . 

 

 :הוכיחו או הפריכו (23

) אם . א )na  סדרה מתכנסת ואםna k לכל  n אז ,lim n
n

a k
→

. 

) אם .ב )na  סדרה מתכנסת ואםna k לכל  n אז ,lim n
n

a k
→

. 

 

)תהי  (24 )na  המקיימת חיוביתסדרה ,
2

1
2

n n
n

a a
a +

−
 לכל ,n. 

lim: הוכיחו או הפריכו 0n
n

a
→

=. 

 

 :הוכיחו או הפריכו (25

)2lim אם ) 0n
n

a
→

lim , אז= 0n
n

a
→

=. 
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)נתונות שתי סדרות  (26 )na ו-( )nb,  :שעבורן( ) ( )2 2lim 2, lim 4n n n n
n n

a b a b
→ →

+ = + =. 

 :הוכיחו או הפריכו

,0 . א 2n na b→ ,2או  → 0n na b→ →. 

0n .ב na b → 

 

נניח שסדרה  (27
na   2מקיימת 2 2 2 1 2 1n n n na a a a− + −   לכל n .טבעי 

 כל אחת מהטענות הבאות:  הוכיחו או הפריכו

 . א
na .עולה 

 .ב
na .יורדת 

 . ג
na  .מתכנסת 

 .ד
na מתכנסת.  לא 

 לסדרה לכל היותר שני גבולות חלקיים. .ה
 

2מקיימת    naאם נתון כי  ,התשובהתשתנה כיצד  2 2 2 1 2 1n n n na a a a− + −   

 ?טבעי n לכל
 

)הסדרה  (28 )na :מקיימת את התכונה הבאה 

1
0 ( )

2
m n m na a a+  m, לכל + n .טבעיים 

lim :הוכיחו או הפריכו 0n

n

a

n→
=. 

 

)א. תהי   (29 )na כך ש ,סדרה -lim | | 0n
n

a
→

=. 

lim: הוכיחו או הפריכו 0n
n

a
→

=. 

) ינהב. תהי )na  ו-( )nb כך ש ,סדרות-lim 0n n
n

a b
→

− =. 

lim: הוכיחו או הפריכו limn n
n n

a b
→ →

=.          

 

נתונה הסדרה  (30
1 1 1

1 1 ... 1
2 4 2

n n
a

     
= +  +   +     
     

. 

 :הוכיחו או הפריכו
 

 . 3-הגבול של הסדרה קיים והוא קטן מ 
 

0xרמז: לכל           מתקייםln(1 )x x+ . 
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)אם כמעט כל איברי  (31 )na ו-( )nb   חיוביים, אזlim n
n

a
→

=    אוlim n
n

b
→

= . 

 

)אם כמעט כל איברי  (32 )nb  חיוביים, אז גם כמעט כל איברי( )na .חיוביים 

 

limא.        (33 0n
n

b
→

. 

0Nקיים ב.               כך שלכל ,n N 0, מתקייםnb . 

limאם ג.              5n
n

b
→

lim, אז = n
n

a
→

= . 

 

n ,nא. אם, כמעט לכל       (34 nb a  אז ,lim n
n

a
→

= . 

n ,0אם, כמעט לכל ב.              n nb a  אז ,lim n
n

a
→

= . 

 

)אם כמעט כל איברי  א.        (35 )na  חיוביים, אז כמעט כל איברי( )nb .חיוביים 

)אם ב.                )na  0חיובית, אז קייםN כך ש ,-
1

2
n

n

b
a

  לכל ,n N. 

 

)אם  (36 )na ו-( )nb  חיוביות, אז( )na   מתכנסת או( )nb  .מתכנסת 

 

limא.  אם        (37 n
n

b
→

=  אז ,lim 0n
n

a
→

=. 

limאם ב.                0n
n

a
→

lim, אז = n
n

b
→

= . 

)אם ג.               )na  חיובית ואפסה, אזlim n
n

b
→

=  . 

 

limא.  אם        (38 n
n

a L
→

lim, אז = n
n

a L
→

=. 

 מדובר בטענה כללית שלא קשורה לנתוני השאלה.  )ורק בו( הערה: בסעיף זה*                   

lim אםב.                1n
n

a
→

lim, אז = 1n
n

b
→

=. 

 ,את הטענה הנתונה יכואו הפר וחיהוכ  34-31בשאלות 

 . סדרות, כך שמתקיים  -ו כי ידוע   כאשר

 ,את הטענה הנתונה וכיאו הפר וחיהוכ 38-35בשאלות 

 . סדרות, כך שמתקיים  -ו כאשר ידוע כי 
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limא.         (39 0n
n

a
→

limאו  = 0n
n

b
→

=. 

n ,1naאם, כמעט לכל ב.                 אז ,lim 0n
n

b
→

=. 

1na- , כך שnאם קיימים אינסוף ערכי  ג.                אז ,lim 0n
n

b
→

=. 

0Nקיים ד.                 כך שלכל ,n N 0, מתקייםnb . 

 

limא.  אם        (40 5n
n

b
→

lim, אז = 0n
n

a
→

=. 

n ,0אם, כמעט לכל ב.                n nb a  אז ,lim 0n
n

a
→

=. 

limאם ג.               n
n

a
→

=  אז ,lim 0n
n

b
→

=. 

 

limאם        (41 1n
n

b
→

n, כך שלכל  טבעי N , אז קיים= N   מתקיים
1

3
na . 

 

)א. אם כמעט כל איברי        (42 )nb  חיוביים, אזlim n
n

a
→

 . 

0cאם קיים קבוע ב.                כך ש ,-nb c   כמעט לכלn אז ,lim 0n
n

a
→

=. 

 

 את הטענות הבאות:  הוכיחו או הפריכו (43

)קיימת סדרה  . א )na כך ש-lim n
n

a
→

=   1-וlim( ) 0n n
n

a a+
→

− =. 

)קיימת סדרה  .ב )na כך ש-lim n
n

a
→

=   1-וlim( ) 4n n
n

a a+
→

− =. 

)קיימת סדרה  . ג )na כך ש-lim n
n

a
→

=   1-וlim( )n n
n

a a+
→

− = . 

)קיימת סדרה  .ד )na כך ש-lim n
n

a
→

=   1-וlim( )n n
n

a a+
→

 לא קיים.  −

  

  ,את הטענה הנתונה יכואו הפר וחיהוכ 42-39בשאלות 

 . סדרות, כך שמתקיים  -ו כאשר ידוע כי 
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 את הטענות הבאות:  הוכיחו או הפריכו (44

)קיימת סדרה  . א )na כך ש-lim n
n

a
→

=   1-וlim 0n

n
n

a

a

+

→
=. 

)קיימת סדרה  .ב )na כך ש-lim n
n

a
→

=   1-וlim 4n

n
n

a

a

+

→
=. 

)קיימת סדרה  . ג )na כך ש-lim n
n

a
→

=   1-וlim n

n
n

a

a

+

→
= . 

)קיימת סדרה  .ד )na כך ש-lim n
n

a
→

=   1-וlim n

n
n

a

a

+

→
 לא קיים.  

 

 את הטענות הבאות :  הוכיחו או הפריכו (45

)קיימת סדרה  . א )na כך ש-lim 0n
n

a
→

1lim-ו = | |n n
n

n a a +
→

− = . 

)קיימת סדרה  .ב )na כך ש-lim 0n
n

a
→

2-ו =

1lim ( )n n
n

n a a +
→

− = . 

 

)נתונה סדרה חיובית  (46 )na. 

 :הוכיחו או הפריכו

limאם  . א n
n

n
a L

→
1limאז  ,= n

n
n

a
L

a

+

→
=. 

1limאם  .ב n

n
n

a
L

a

+

→
limאז  ,= n

n
n

a L
→

=. 

 הערה: תרגיל זה מלמד שמבחן השורש "חזק" ממבחן המנה במובן הבא:        
 אז גם מבחן השורש עובד. אך ההיפך לא נכון. ,כאשר מבחן המנה עובד         

 

)נתונה סדרה חיובית  (47 )na, 1ידוע כי  וlim n

n
n

a

a

+

→
 קיים. 

 :הוכיחו או הפריכו

)הסדרה  . א )nna  .אינה חסומה 

)1הסדרה  .ב )n na a+  חסומה.  −

nהסדרה  . ג
na  .חסומה 

naהסדרה  .ד

n
 מתכנסת.  

lim .ה 0
2

n

nn

a

→
=. 
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)סדרה  (48 )na   תיקרא יורדת אם היא מקיימת
1n na a+  לכל  n. 

 את הטענות הבאות:  הוכיחו או הפריכו

)אם סדרה  . א )na   1מקיימת| | | |n na a+ , .אז היא יורדת 

)אם סדרה  .ב )na   1מקיימת| |n na a+ , .אז היא יורדת 

)אם סדרה  . ג )na   מקיימת
1 | |n na a+ , .אז היא יורדת 

 

)תהי  (49 )na   1סדרה, המקיימת 1n na a+ −  2na-ו  −  לכל ,n .טבעי 

 כל אחת מהטענות הבאות:  הוכיחו או הפריכו

- טבעי, כך ש Nאם קיים  . א
Na  2חיובי, אזna   לכלn N. 

)כמעט כל איברי   .ב )na   חיוביים או שכל איברי( )na .שליליים 

1מתקיים בנוסף  nאם לכל  . ג

1

n
n

a
a

a
+  1, אז 1a  − . 

 

)תהי  (50 )na סדרה, כך ש -( )1lim 0n n
n

a a+
→

− =. 

 כל אחת מהטענות הבאות:  הוכיחו או הפריכו

0cאם קיים קבוע  . א  כך שלכל ,n  מתקייםna c:אז מתקיים , 

 שליליים.  naחיוביים או כמעט כל איברי   naכמעט כל איברי  

0naאם  .ב   לכלn :אז מתקיים , 

 שליליים.  naחיוביים או כמעט כל איברי   naכמעט כל איברי  

naמתקיים  nאם לכל  . ג n אז ,( )na  .מתכנסת במובן הרחב 
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 3 - הפונקציה הממשית - תכונות בסיסיות ופונקציות נפוצות

תוכן העניינים

1. פונקציה - הגדרה ותכונות בסיסיות  י (ללא ספר)

2. הפונקציה הלינארית  י (ללא ספר)

3. הפונקציה הריבועית  י (ללא ספר)

4. הפונקציה המעריכית  י (ללא ספר)

5. הפונקציה הלוגריתמית  י (ללא ספר)

6. פונקציות מפורסמות נוספות  י (ללא ספר)

7. הזזות שיקופים מתיחות וכיווצים של פונקציה  י (ללא ספר)

8. הפונקציות הטריגונומטריות  י (ללא ספר)

9. הפונקציות הטריגונומטריות ההפוכות  י (ללא ספר)

10. הפונקציות ההיפרבוליות  י (ללא ספר)

11. הצגה פרמטרית של פונקציה  י (ללא ספר)

12. הצגה פולרית של עקום  י (ללא ספר)

64

64



חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 4 - הפונקציה הממשית - תכונות מתקדמות

תוכן העניינים

1. תחום הגדרה של פונקציה י 65

2. הרכבת פונקציות י 67

3. הפונקציה ההפוכה י 70

4. פונקציה זוגית ופונקציה אי זוגית י 74

5. פונקציה מחזורית י 79

6. פונקציה מפוצלת ופונקציה אלמנטרית י 82

7. תרגילים משולבים י 83

64

64
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 תחום הגדרה של פונקציה

 שאלות 

 את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות:   ומצא

1) 3 2 4 1y x x x= − − + 2) 
2

1

4
y

x
=

−
 

3) 
2

4 1

1

x
y

x

+
=

+
 4) 

3

1
y

x x
=

−
 

5) 
2

2 2

x
y

x x
=

− −
 6) 4y x= − 

7) 2 2y x x= + − 8) 3 2 1y x x= + − 

9) 
1

1
y

x
=

−
 10) ( )2ln 2y x x= + − 

11) 
1

log
log

y x
x

= + 12) 
2 1x xy e + += 

13) ( )log 4xy x= + 14) ( )tan 10y x= 

15) ( )cot 4y x= 16) ( )arctan 4y x= + 

17) ( )arcsin 4y x= − 18) ( )arccos 1y x= + 
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 תשובות סופיות 

 .xכל  (1

2) 2x   

 .xכל  (3

4) 0,1, 1x  − 

5) 2, 1x  − 

6) 4x  

7) 2 , 1x x −  

 .xכל  (8

9) 1 1x−   

10) 2 , 1x x −  

11) 0 , 1x x  

 .xכל  (12

13) 0 , 1x x  

14) 
20 10

k
x

 
 + 

15) 
4

k
x


 

 .xכל  (16

17) 3 5x  

18) 2 0x−   
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 הרכבת פונקציות

 שאלות 

)נתונות הפונקציות הבאות:   (1 ) ( ) ( )24
 , , 4h x g x x f x x

x
= = = −. 

 רכבות הבאות: ואת הפונקציות המחשבו 

) . א )( )1f g ב. ( )( )( )5h g f ג . ( )( )f g x 

) .ד )( )h f x ה. ( )( )f f x ו. ( )( )h h x 

 

)נתון:  (2 )
2

1

x
f x

x

−
=

−
 . 

)חשבו   )( )f f x   3עבורx = . 

 

)נתון:  (3 ) ( )
3 5

2 7

x x
f x g x

x x

− −
= =

+ −
 . 

)חשבו   )( ) ( )( )f g x g f x+   8עבורx = . 

 

)נתון:  (4 ) ( )2 7 , lnf x x x g x x= − = . 

)חשבו   )( )f g x   2עבורx e= . 

 

)נתון:  (5 ) ( )2 lnxf x e g x x= = . 

)חשבו   )( )f g x   2עבורx = . 

 

)נתון:  (6 ) ( ) 
2

1
0 3 4

,
3 4

0

x x x
f x g xx x x

x x


 + 

= = 
 

 . 

)חשבו   )( ) ( )( ),f g x g f x . 

 

 נתונות הפונקציות:  (7

( )
2

2

4 1

2 1 1

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו  )

2 4 1

1 1

x x
f x

x x

+  −
= 

+  −
. 

)נוסחה עבור ההרכבה   ומצא ) ( )( )z x g f x=. 
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 נתונות הפונקציות:  (8

( )
2

2

4 1

2 1 1

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו     )

2 4 1

1 1

x x
f x

x x

+  −
= 

+  −
. 

)נוסחה עבור ההרכבה ומצא . א ) ( )( )h x f g x=. 

)-ו n- נתון ש .ב )h n . 

 מה ניתן להסיק בוודאות? 

1. 3n  − 

2. 1n  

3.  n לי.זוגי שלי-אי 

 אף תשובה אינה נכונה. .4

 

נתון  (9
2

( )
1

x
f x

x
=

+
. 

את    ןמצא
times

( ) ( ( (...( ( ))))n

n

f x f f f f x=. 

 

 

 

  

1

פרק 4הפונקציה הממשית - תכונות מתקדמ...

68

68



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

2ג.   4ב.    −3 א. (1 4x ד. −
4

4x − 
  xו. −8xה.  

2) 3 

3) 
69

13
 

4) 10− 

5) 4 

6) ( )( )

2

2

3 2

3 2 0
1 1

3 0
4

1 1
3

4

x x

x x

g f x x
x

x
x

 + 
 −  


= +  

 


   ,( )( )

( )
2

1

3 4
1

3 0 4

3 0

x x

f g x
x x

x x


 + 


= 
 

 


 

7) 

2

2

4 16 12 1.5

4 20 25 1.5 1
( )

3 1 0

2 2 1 0

x x x

x x x
z x

x x

x x x

 + +  −

− − − −   −

= 
− −  

− − − + 

 

א.  (8

2

2

2

3 3

( ) 2 4 3 1

2 4 2 1

x x

h x x x

x x x

 −  −


= − −  

− − + 


3nב.    − 

9) 
2

( )
1

n x
f x

nx
=

+
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 הפונקציה ההפוכה

 שאלות 

את  מצאו  שהפונקציה הנתונה היא חח"ע בתחום הגדרתה והוכיחו  4-1בתרגילים 
 את התמונה של הפונקציה.מצאו הפונקציה ההפוכה לה. בנוסף, 

1) ( )
1

3

x
f x

−
= 2) ( )

1x
f x

x

+
= 

3) ( )
3 2

2

x
f x

x

−
=

−
 4) ( ) ( ) 20 4x f x x = − 

 

 האם הפונקציה היא חח"ע.בדקו , 5-7בתרגילים 
 את התמונה של הפונקציה: מצאו בנוסף, 

5) ( )
1

f x x
x

= + 6) ( ) 2f x x x= − 7) ( ) 21f x x= − 

 

 האם הפונקציה היא חח"ע, בדקו , 10-8בתרגילים 
 הפונקציה ההפוכה ואת התמונה של הפונקציה. את מצאו אם כן, 

8) ( )
1

1
f x

x
=

−
 9) 

2 3

2 1

x
y

x

+
=

−
 10) ( )

3
2 1

2 1

x
f x

x

− 
=  

+ 
 

 

)נתונה  (11 )
2

1

x
f x

x

+
=

−
. 

 האם הפונקציה היא חח"ע? 
 את התמונה של הפונקציה. מצאו  

 

 התמונה ואת תחום ההגדרה, הטווח מצאו  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות,   (12
 : האם היא פונקציה על ווקבע

 . א
1

( ) :
3

x
f x f

−
= → 

 .ב
1

( ) : \{0}
x

f x f
x

+
= → 

 . ג
3 2

( ) : \{2} \{3}
2

x
f x f

x

−
= →

−
 

)2 .ד ) 4 :[0, )f x x f= −  → 
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 תמונה. וטווח  תחום הגדרה,מצאו  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות   (13
 האם הפונקציה הנתונה היא על. קבעו בנוסף, 

 . א
2

1
( ) :

1
f x f

x
= →

+
 

) .ב 2

1
( ) : 0,1

1
g x f

x
= →

+
 

) . ג 2

1
( ) : (1, ) 0,1

1
h x f

x
=  →

+
 

 

:תהיינה שתי פונקציות   (14 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 :הפריכואו הוכיחו 

 חח"ע. hאז  ,חח"ע g-ו f אם . א

 על.  hאז  ,חח"ע g-ו fאם  .ב

 על.  hאז  ,על g-ו fאם  . ג

 חח"ע.  hאז  ,על g-ו fאם  .ד

 חח"ע.  hאז   ,על g-חח"ע ו fאם  .ה

 על. hאז   ,על g-חח"ע ו fאם  .ו

 חח"ע.  hאז   ,חח"ע g- על ו fאם  .ז

 על. hאז   ,חח"ע g- על ו fאם  .ח

 

:תהיינה שתי פונקציות   (15 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 על.  hנתון כי  
 :הפריכואו הוכיחו 

 חח"ע.  f . א

 על.            f .ב

 חח"ע.  g . ג

 על. g .ד
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:תהיינה שתי פונקציות   (16 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 חח"ע.  hנתון כי  
 :הפריכואו הוכיחו 

 על. g . א

 על.  f .ב

 חח"ע.  g . ג

 חח"ע.  f .ד
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 3 1f x x− =   .y, כל  +

2) ( )1 1
1 , 

1
y f x

x

− =
−

 

3) ( )1 2 2
, 3

3

x
f x y

x

− −
= 

−
 

4) ( )1 4 , 4f x x y− = +  − 

2yלא חח"ע. תמונה:   (5  2yאו   − . 

לא חח"ע. תמונה:   (6
1

4
y  −. 

0לא חח"ע. תמונה  (7 1y  . 

0yכן חח"ע. תמונה:   (8  :פונקציה הפוכה .( )1

2

1
1 0f x x

x

− = − . 

2.3yלא חח"ע. תמונה:  (9   1.3אוy  − 

1yכן חח"ע. תמונה:   (10  :פונקציה הפוכה .( )1

3

1 1

21
f x

x

− = −
−

. 

לא חח"ע. תמונה:   (11
6

3
y . 

 על.    ;ם הגדרה, טווח ותמונה: א. תחו (12

 על. לא  ;{0}\, תמונה:  , טווח {0}\  ב. תחום הגדרה

 על.  ;{3}\טווח ותמונה:  ,{2}\תחום הגדרה  ג. 

,0]  תחום הגדרהד.  ) תמונה:  , טווח ,[ 4, )− ;  .לא על 

 לא על.   ;[0,1), תמונה:   וטווח: א. תחום הגדרה (13

 על.   ;[0,1) תמונה:וטווח  ,תחום הגדרה  ב. 

,1)  ג. תחום הגדרה ]תמונה:  [0,1) , טווח ,(  לא על.  ;0,0.5(

 שאלת הוכחה. (14

 שאלת הוכחה. (15

 שאלת הוכחה. (16
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 פונקציה זוגית ואי זוגית 

 שאלות 

 זוגיות ואיזה זוגיות: -הן אי  8-1בשאלות מבין הפונקציות לו אי  ומצא

1) 34y x= 2) 4 10y x x= + 3) 1y = 

4) 
1

y
x

= 5) 2 2siny x x= + 6) 2xy = 

7) 2lny x x= + 8) sin cosy x x=   

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (9 →. 

)נסמן:   ) ( ) ( ) ( )2,k x f x z x f x= − =. 

k,עבור כל אחת מהפונקציות  ,ובדק z,  זוגית. -האם היא זוגית או אי 

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (10 g:, ופונקציה זוגית → →. 

)נסמן:   ) ( )3z x g x= )-ו − ) ( )3k x f x= −. 

)טענה א':   )z x זוגית. -אי 

)טענה ב':  )k x זוגית. -אי 

 איזו טענה נכונה?

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (11 g:ונתונה פונקציה זוגית  → → 

)נסמן:    ) ( ) ( ) ( )4 11( 4 ) , ( ) | |z x g x f x k x f x x g x= − −  = − + 

z,עבור כל אחת מהפונקציות  ,ובדק k,  זוגית. -האם היא זוגית או אי 

 

)נתון כי   (12 )f x ומקיימת    -זוגית ב-פונקציה אי| ( ) | 1f x . 

)נתון כי   )g x פונקציה זוגית ב-. 

שהפונקציה  וחיהוכ
1 ( )

( ) ( ) ln
1 ( )

f x
z x g x

f x

 −
=  

+ 
 .-ב  זוגית-היא אי 
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 כי:  וחיהוכ (13

 סכום פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית  . א

 מכפלת פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.  .ב

 מנת פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.  . ג

 פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.הרכבה של   .ד

 זוגית. -זוגיות היא פונקציה אי-הרכבה של פונקציות אי .ה

 

 כי:  וחיהוכ (14

 זוגית. -זוגיות הוא פונקציה אי-סכום פונקציות אי . א

 זוגיות היא פונקציה זוגית. -מכפלת פונקציות אי .ב

 זוגיות היא פונקציה זוגית. -מנת פונקציות אי . ג

 זוגית. -זוגית היא פונקציה אי-בפונקציה אימכפלה של פונקציה זוגית  .ד

 פונקציה זוגית.  זוגית היא-הרכבה של פונקציה זוגית על פונקציה אי .ה

 פונקציה זוגית.  זוגית על פונקציה זוגית היא-אי הרכבה של פונקציה  .ו

היא פונקציית  xזוגית לכל -הפונקציה היחידה שהיא גם זוגית וגם אי .ז
 האפס. 

 

)הפונקציה   (15 )f x  זוגית. -היא אי 

)נגדיר   )( ) ( )
n

z x f x=   1כאשרn   .טבעי 

 זוגית או כללית. -היא זוגית, אי  zקבעו האם הפונקציה  

 

)נתונה הפונקציה  (16 )f x  המוגדרת לכלx. 

נגדיר: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

2 2
odd even

f x f x f x f x
f x f x

− − + −
= =

 

)כי   וחיהוכ . א )oddf x  זוגית ו-היא פונקציה אי-( )evenf x  .היא פונקציה זוגית 

)כי   וחיהוכ .ב ) ( ) ( )odd evenf x f x f x= במילים את התוצאה  וריוהסב +

 שקיבלת. 

)2את הפונקציה   וגיהצ . ג ) 1f x x x= + כסכום של פונקציה זוגית  +
 זוגית. -ופונקציה אי

 

 כל אחת מהטענות הבאות: ו יכאו הפר וחיהוכ (17

(0)זוגית אז -פונקציה אי fאם  . א 0f =. 

0x - זוגית המוגדרת ב-פונקציה אי fאם  .ב (0)אז   = 0f =. 
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 הוכיחו את הטענות הבאות:  (18

)הפונקציה   . א ) cosf x x=   .היא זוגית 

)הפונקציה   .ב ) sinf x x=  זוגית. -היא אי 

)הפונקציה   . ג ) tanf x x=  זוגית. -היא אי 

)הפונקציה   .ד ) cotf x x=  זוגית. -היא אי 

 

)נתון כי   (19 )f x חד ערכית המוגדרת בקטע -זוגית וחד-פונקציה אי

( )0. ( , )a a a −   

1fכי גם  וחיהוכ  זוגית. -פונקציה אי −

 

 שהפונקציות הבאות הן אי זוגיות:  וחיהוכ (20

arctany . א x= 

arcsiny .ב x= 

 

 .xהמסורטטות להלן מוגדרות לכל הפונקציות  (21
 השלם את ציור הגרף של הפונקציה כך שתתקבל פונקציה זוגית: 

    ב.          . א
  
 
 
 
 

 

 ד.             . ג
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 .xהפונקציות המסורטטות להלן מוגדרות לכל  (22
 זוגית: -הפונקציה כך שתתקבל פונקציה איהשלם את ציור הגרף של 

     ב.          . א
 
 
 
 
 
 
 

 

    ד.          . ג
 

 
 

 

 

 

- השלימו )אם ניתן( את גרף הפונקציות הבאות לפונקציה זוגית ולפונקציה אי (23
 וגית. ז
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 תשובות סופיות 

 . 6,7כללית:  ; 1,4זוגית:  -אי  ;2,3,5,8זוגית: : 8-1שאלות 

9) k זוגית-אי , z זוגית . 

 טענה ב'. (10

11) k זוגית-אי , z זוגית . 

 שאלת הוכחה. (12

 שאלת הוכחה. (13

 שאלת הוכחה. (14

 זוגית.-אי –זוגי -אי nזוגית, וכאשר  –זוגי   nכאשר  (15

)2ג.   א.+ב. שאלת הוכחה. (16 ) 1

odd even

f x x x= + + 

 .שאלת הוכחה (17

 שאלת הוכחה. (18

 שאלת הוכחה. (19

 שאלת הוכחה. (20

 להלן הגרפים: (21
   ד.     ג.    ב.     א. 

 
 
 

 

 להלן הגרפים: (22
   ד.     ג.    ב.    א.  

 
 
 

 

 

 

 או בסרטון.ר (23

1
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 פונקציה מחזורית 

 שאלות 

 : 20-1בשאלות את המחזור של כל אחת מהפונקציות   ומצא

1) 1 10sin(0.5 4)y x= + +  2) 1 14cos 20y x= +  

3) 4 20 tan 4y x= − +  4) 1 14sec 2y x= − +  

5) 2sin 4y x=  6) 2cos 2y x=  

7) 4 4cos siny x x= −  8) 2(sin cos )y x x= +  

9) 4 4cos siny x x= +  10) 2coty x=  

11) sin cos
4 10

x x
y = +  12) sin 4 sin14y x x= +  

13) sin 4 sin14 siny x x x= + +  14) cos 2 cosy x x=  

15) 3siny x=  16) 4siny x=  

17) 
sin 5

cos 2 cos3

x
y

x x
=  18) | sin |y x=  

19) 2 2sin cosy x x= +  20) cot tany x x= −  

 

 : אינן מחזוריות 26-21בשאלות שהפונקציות  וחיהוכ

21) siny x x= +  22) cosy x x= +  23) siny x x=  

24) 2 cosy x x=  25) 
sin x

y
x

=  26) cos5 cos 5y x x= + 

 

 נדרש ידע בחקירת פונקציה. 22- ו 21בשאלות הערה: 

 

 :וחיהוכ (27
)אם  )f x   מחזורית בעלת מחזורp, 

)אז  )y f ca b x d= +  מחזורית בעלת מחזור    +
p

c
. 

 

)הוא מחזור של   T :  אםוחיהוכ (28 )f x, אז לכל n   שלם( ) ( )f x nT f x+ =. 

1
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f,נתון כי    (29 g  מוגדרות לכלx  1בעלת מחזור  ו 2,p p, .בהתאמה 

1 נתון כי היחס

2

p

p
 הוא מספר רציונלי. 

,כי גם הפונקציות  וחיהוכ , ( 0)
f

f g f g g
g

    מחזוריותהן . 

 

)נתונה הפונקציה  (30 ) [ ]f x x x= − . 

 את גרף הפונקציה. ושרטט . א

 על סמך הגרף, מהו מחזור הפונקציה? .ב

 סעיף ב. ב התשובהאת  וחיהוכ . ג

 

)נתונה הפונקציה  (31 )f x x=  בקטע 0,1. 

)זוגית  -המחזורית והאיאת גרף הפונקציה  וצייר )g x, המוגדרת לכל x, 

)ומתלכדת עם   2שהיא בעלת מחזור  )f x  בקטע   0,1, נוסחה עבור רשמוו  f. 

 

)2נתונה הפונקציה  (32 )f x x=  בקטע 0,1. 

)את גרף הפונקציה המחזורית והזוגית   וצייר )g x,  המוגדרת לכל x, 

)עם   ומתלכדת 2שהיא בעלת מחזור  )f x  ב- 0,1, נוסחה עבור  רשמווg. 
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 תשובות סופיות 

1) 4 2) 
10


 3) 

4


 4)  5) 

4


 

6) 
2


 7)  8)  9) 

2


 10)  

11) 40 12)  13) 2 14) 2 15) 2 

16)  17)  18)    

 

1yהפונקציה היא למעשה  (19  , כלומר פונקציה קבועה ולכן מחזורית. =
 מספר חיובי הוא מחזור שלה ואין לה מחזור קטן ביותר. כל 

20) 
2


 

 שאלת הוכחה. (21

 שאלת הוכחה. (22

 שאלת הוכחה. (23

 שאלת הוכחה. (24

 שאלת הוכחה. (25

 שאלת הוכחה. (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28

 שאלת הוכחה. (29

א.  (30

 
 שאלת הוכחה.ג.   1ב. 

31)  ( ) , 1 1g x x k k x k= − −    שלם, זוגי. kעבור   +

32) ( ) ( )
2
, 1 1g x x k k x k= − −    שלם, זוגי. kעבור   +
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 פונקציה מפוצלת ופונקציה אלמנטרית 

 שאלות 

 את גרף הפונקציה:  וכפונקציה מפוצלת ושרטט  4-1כל אחת מהפונקציות  מורש

1) 2y x= − 2) 3 1y x= + 

3) 2 2 1y x x= + − 4) 
x

y
x

= 

 

הפונקציה  נתונה (5
2 0 4

( )
0

x x
f x

x x

  
= 

− 
 . 

.  וחשב . א (1), (4), ( 4), (0), (7)f f f f f−  

 את גרף הפונקציה. ושרטט .ב

 זוגית או כללית. -האם הפונקציה זוגית, אי  וקבד . ג

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2 2

2 2

x x
y

x x

− 
= 

− 
 2) 

3 3 1

3 3 1

x x
y

x x

+  −
= 

− −  −
 

3) 
2

2

2 2 1

2 2 1

x x x
y

x x x

 + − 
= 

− + 

 4) 
1 0

1 0

x
y

x


= 

− 
 

(1)א.  (5 1, (4) 16, ( 4) 4, (0) 0, (7) undefindf f f f f= = − = = =  
 כללית. ג.        ב.  
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 תרגילים משולבים

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 ) 3

1 1

1 1 1

1 1

x x

f x x x

x x

+ 


= + −  
 +  −

 . 

 : יאהאם ה ווקבע ,את הפונקציה ושרטט

 עולה.  . א

 יורדת. .ב

 זוגית. -אי . ג

 זוגית.  .ד

 חסומה.  .ה

 לא חסומה.  .ו

 חח"ע.  .ז

 .על  .ח
 הערה: ניתן להתבסס על הציור כנימוק. 

 

)הפונקציה נתונה  (2 ) 5

2
1

1 1 1

1 1

x
x

f x x x

x x







= + −  

 +  −



. 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים יש טענה.
 האם הטענה נכונה או לא נכונה. וקבע

 הפונקציה מונוטונית עולה ממש.  . א

 .הפונקציה על  .ב

 זוגית. -הפונקציה אי . ג

 הפונקציה זוגית.  .ד

 הפונקציה חח"ע.  .ה
 נימוק.הערה: ניתן לשרטט ולהתבסס על הציור כ
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f:נתונה פונקציה  (3  , זוגית ומונוטונית עולה ממש, →

g:ופונקציה    זוגית ומונוטונית יורדת ממש. -, אי→

)נסמן:   ) ( )3z x g x= )-ו − ) ( )3k x f x= −. 

)טענה א':   )k x  .מונוטונית עולה ממש 

)טענה ב':  )z x  .מונוטונית עולה ממש 

)טענה ג':   ) ( ) ( )h x k x z x=  .זוגית 
 מי מבין הטענות נכונה?

 

נתונות שתי פונקציות,  (4   , : 0,1 0,1f g →. 

 מונוטונית יורדת חלש, gמונוטונית עולה ממש, ואילו  f- נתון ש
 אך אינה יורדת ממש. 

) יתה ) ( )( )h x f g x=. 

 איזו טענה נכונה?

 יורדת חלש. h . א

 עולה ממש.  h .ב

 עולה חלש, אך אינה עולה ממש.  h . ג

 אינה חסומה בהכרח.  h .ד

 

)נתונות הפונקציות   (5 )
2

2

4 0

2 1 0

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו  )

4 0

0

x x
f x

x x

+ 
= 


. 

)תהי  ) ( ( ))h x f g x=. 

]בקטע   h  את  ומצא . א 2,0)−. 

]חח"ע בקטע  hהאם  וקבע  .ב 2,0)−. 

]חסומה בקטע    hהאם   וקבע . ג 2,0)−. 

]:האם   וקבע .ד 2,0) [0,4]h −  היא על.   →
 הפונקציה.ד ניתן להסתמך על גרף  -* בסעיפים ב

 

): נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (6 ) ( ) ( )3, 1
x

f x x g x
  = = −. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה. וקבע

)הפונקציה   )( )( )h x f g x=   :היא 

 חסומה.  . א

 זוגית. -אי .ב

 חח"ע.  . ג

 מונוטונית.  .ד
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): נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (7 ) ( )3 ,f x x g x x= = −   . 

)את מונוטוניות   וקבד . א )( )( )z x f g x=. 

)את מונוטוניות   וקבד .ב )( )( )k x g f x=. 

)3האם  וקבד . ג ) ( ) ( )h x f x g x= −  חסומה.  −

 תזכורת לסעיפים א+ב:

)אם  ) ( )f a f b a b  , אז הפונקציה f  .יורדת חלש 

 

 :נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (8
( ) ( )

( ) ( )

3

3

3 27

28

f x x x

g x f x x

= +      

= + −
. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

 עולה ממש וחח"ע.   f  הפונקציה . א

 עולה ממש וחח"ע.   gהפונקציה   .ב

 

את הפונקציה ההפוכה לפונקציה   ומצא (9
1

( ) ( )
2

x xf x e e−= −, 

 את תחום הגדרתה. ווקבע
 .  שהפונקציה על וחיהוכ

 נקראת סינוס היפרבולי.   זופונקציה  הערה:  

 

את מונוטוניות הפונקציה   ורחק (10
2 3

( )
3 1

x
f x

x

+
=

−
. 

 הערה: אין להשתמש בנגזרות.

 

)2נתונה הפונקציה  (11 ) 2f x x x= + −. 

 את תחום ההגדרה של הפונקציה.  ומצא . א

 את התמונה של הפונקציה.   ומצא .ב

 שהפונקציה חסומה.  וחיהוכ . ג

 את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  ומצא .ד
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 תשובות סופיות 

 . ו. כן  . ה. לא  .ד. לא  . ג. לא  .ב. לא כן.א.  (1
 .ח. כן . ז. כן

 אינה נכונה. אף טענה  (2

 טענה ב' נכונה. (3

 טענה א' נכונה. (4

)2א.  (5 )h x x=     .הפונקציה חח"ע בקטע. ב 
 . הפונקציה לא עלד.   הפונקציה חסומה בקטע. ג. 

 . הפונקציה לא זוגית ולא אי זוגיתב.    . הפונקציה חסומה א. (6
 . הפונקציה לא מונוטוניתד.    . חח"עלא הפונקציה ג. 

) יההפונקצא.  (7 )z x .הפונקציהב.  יורדת חלש ( )k x .יורדת חלש 
 הפונקציה חסומה. ג. 

 שאלת הוכחה. (8

9) ( )1 2( ) ln 1f x x x− = +  .x; תחום הגדרתה: כל +

 ראו באתר.  (10

1א.  (11 2x−      .ב
3

0
2

y    .שאלת הוכחהג. 

ד.  
1

1
2

x−   עלייה, 
1

2
2

x  .ירידה 

 

1

פרק 4הפונקציה הממשית - תכונות מתקדמ...

86

86



חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 5 - גבול של פונקציה

תוכן העניינים

1. הסבר כללי  י (ללא ספר)

2. הצבה י 87

3. צמצום י 88

4. הכפלה בצמוד י 89

5. גבולות טריגונומטריים י 90

6. פונקציה שואפת לאינסוף י 92

7. איקס שואף לאינסוף י 93

8. הגבול של אוילר י 95

9. כלל הסנדויץ י 96

10. גבול של פונקציה מפוצלת י 97

11. גבול לפי הגדרה י 100
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 הצבה

   השאל

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב 

2 . א

4
lim 1
x

x x
→

+ + 

 .ב
10

1
lim

2x

x

x→

+

+
 

 . ג
1

lim 3
x

x
+→

+ 

 .ד
100

lim 20
x→

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

ב.  21א. 
11

12 
 02ד.   2ג.    
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 צמצום 

 שאלות

 :הבאיםאת הגבולות   וחשב

1) 
2

23

6
lim

9x

x x

x→

− −

−
 2) 

2

25

2 50
lim

2 3 35x

x

x x→−

−

+ −
 

3) 
7

1
lim

1x

x x

x→

−

−
 4) 

1
lim

1

n

x

x x

x→

−

−
 

5) 
2

21

2

2 5 2
lim

6 5 1x

x x

x x→

− +

− +
 6) 

4

2

16
lim

2x

x

x→

−

−
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 8) 

3

3

27
lim

3x

x

x→

−

−
 

9) 
2

3 24

16
lim

4 4x

x

x x x→

−

− + −
 10) 

5

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

6
 2) 

10

8.5
 3) 6 4) 1n− 5) 3 - 

6) 32 7) 3 8) 27 9) 
8

17
 10) 

1

5
 

 

1

פרק 5גבול של פונקציה

88

88



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 הכפלה בצמוד

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) 
1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 2) 

3

3
lim

1 2x

x

x→

−

+ −
 

3) 
3

3 6
lim

2 6x

x

x→

− +

−
 4) 

2

21

2 2
lim

1x

x x

x→

+ + −

−
 

5) 
4

2 1 5
lim

4x

x x

x→

+ − +

−
 6) 

1

2 3 1
lim

1 2 1x

x

x→

− +

− −
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 8) 

2

22

5 3
lim

2x

x

x x x→−

+ −

+ + +
 

9) 
3

30

1 1
lim
x

x x

x→

+ + −
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2
 2) 4 3) 

1

12
− 4) 

3

8
 

5) 
1

6
 6) 

3

4
 7) 

1

3
 8) 

8

3
− 

9) 
1

2
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 גבולות טריגונומטריים

 שאלות 

sinבגבול הטריגונומטרי   ו)היעזרהבאים את הגבולות  וחשב

0
lim 1x

x
x→

=:) 

1) 
( )

0

sin 3
lim

4x

x

x→
 2) 

( )

( )0

sin 3
lim

sin 4x

x

x→
 

3) 
0

cos
lim

sin 2x

x x

x→
 4) 

20

1 cos
lim
x

x

x→

−
 

5) 
30

tan sin
lim
x

x x

x→

−
 6) 

0

1 sin cos
lim
x

x x

x→

+ −
 

7) 
( )

40

1 cos 1 cos
lim
x

x

x→

− −
 8) 

30

3sin sin 3
lim
x

x x

x→

−
 

9) 
20

1 cos
lim
x

x

x→

−
 10) 

21

sin(1 )
lim

1x

x

x→

−

−
 

11) 
sin sin

lim
x a

x a

x a→

−

−
 12) 

cos cos
lim
x a

x a

x a→

−

−
 

13) 
tan tan

lim
x a

x a

x a→

−

−
 14) 

sin 4
lim

sin10x

x

x→
 

15) 

4

lim tan 2 tan
4x

x x




→

 
− 

 
 16) 

1
lim(1 ) tan

2x

x
x



→
− 

17) 
20

1 sin cos
lim

sinx

x x x

x→

+ −
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 תשובות סופיות 

1) 
3

4
 2) 

3

4
 3) 

1

2
 4) 

1

2
 5) 

1

2
 

6) 
1

2
 7) 

1

8
 8) 4 9) 

1

4
  

10) 
1

2
− 11) cosa 12) sina− 13) 

2

1

cos a
 

14) 
4

10
 15) 

1

2
 16) 

2


 17) 1 

 

 

 

 

 זהויות טריגונומטריות שכדאי להכיר

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

sin( )
tan tan

cos cos

sin( )
tan tan

cos cos

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b
a b

a b

a b
a b

a b

+ −
+ =


− + − =




+ −
 + =



− + − = −

 +
 + =

 −

− =


 

sin( ) sin cos cos sin

sin( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

cos( ) cos cos sin sin

sin 0

cos ( 1)

sin cos
2

cos sin
2

n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

n

n

a a

a a









+ = +


− = −


+ = −
 − = +

=


= −

  
+ = 

  


  + = −   
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 פונקציה שואפת לאינסוף 

 שאלות

 :הבאיםאת הגבולות   וחשב

1) 
2

0

4
lim
x

x

x→

+
 2) 

( )
2

2

1
lim

2x

x

x→

−

−
 

3) 
( )

2

22
lim

2x

x

x→

−

−
 4) 

( )( )

2

2

1
lim

2 5x

x

x x→

−

− −
 

5) 
0

ln
lim
x

x

x+→
 6) ( )

2

1
lim ln 2

2x
x

−→
− − 

7) ( )( )2

0
lim ln 2ln 3
x

x x
+→

+ − 8) 
1

0
lim x

x
e

→
 

9) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

+→

+

 10) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

−→

+

 

11) 
10

1
lim

1 2
x

x
→

+

 12) 
0

lim ln cot
x

x x
+→

 

13) 
3 4

1

1 1
lim

1x

x x

x→

− − −

−
  

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1)  2)  3) − 4)  

5) − 6)  7)  8)  

9) 0 10) 1 11)  12) − 

13) −    
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x שואף לאינסוף 

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) ( )
ln

lim
x

x

x
e−

→
 2) lim arctan x

x
x e

→−
+ 

3) 
2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
 4) 

4 2

3

2 6
lim

3 10x

x x

x x→−

+ +

+
 

5) 
4 2

5

2 6
lim

3 10x

x x

x x→

+ +

+
 6) 

2 5 6
lim

2 10 2x

x x x

x→

 − +
− 

+ 
 

7) 
2 1

lim
x

x

x→

+
 8) 

2 1
lim
x

x

x→−

+
 

9) 
6

3 2

9 5
lim

2 1x

x x

x x→−

−

− +
 10) 

3 4 2 6

3 4

2 6 27
lim

3 10 4x

x x x

x x x→

+ + +

+ +
 

11) 
2 3 3

lim
4 1 5 1x

x x

x x→

+ − −

+ − −
 12) 

1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 

13) 

1

2

4 2 3

16 4
lim

2 2

x
x

x xx

+

+ +→−

+

+
 14) 

1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→

 +

+
 

15) 
1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→−

 +

+
 16) 

2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
  

17) 
3

3 2

3 5 1
lim ln

2 1x

x x

x x→

 − −
 

− + 
 18) 

4 22 6
43 10lim

x

x x

x xe
→

+ +

+ 

19) 
4 2

5

2 6
lim sin

3 10x

x x

x x→−

 + +
 

+ 
 20) 5

1
lim

2x

ax

bx→

+

+
 

21) ( )2lim 5
x

x x x
→

+ − 22) ( )2lim
x

x kx x
→

+ − 

23) ( )2lim 1
x

x x x
→

+ + − 24) ( )2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

25) ( )4 2 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 26) ( )2 2lim
x

x ax x bx
→

+ − + 
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27) 
( ) ( )

( ) ( )

410 2

2102 3

4 3 1
lim

2 5 1
x

x x

x x x
→

− −

− +
 28) 

5

4

1
1 1

lim
1

1 1
x

x

x

→

 
− − 
 

 
− − 
 

 

29) ( )2 1lim ln 5 2 6x x

x
e x+ +

→

  +  −
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 2) 
2


− 3) 4 4) − 

5) 0 6) 5 - 7) 1 8) 1 - 

9) 3 - 10) 1.5 11) 
1 3

2 5

−

−
 12) 

1

4
 

13) 0 14) 4 15) 
1

9
 16) 2 

17) ln3 18) 
1

3e 19) 0  

0bאם  (20  :5lim
a

b
=

 
0b , 0. אם a=  :  :0 , 0. אםb a=  :−. 

21) 2.5 22) 
2

k
 23) 

1

2
 24) 

1

2
− 

25) 
1

2
 26) 

2

a b−
 27) 

4

10

3

2
 28) 

5

4
 

29) ln(6 )e    
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 הגבול של אוילר

 שאלות 

) :בגבול של אוילר  ועזרי)ההבאים את הגבולות  ושבח ) ( )
1

1

0
lim 1 lim 1

x x

x
x x

x e
→ →

+ = + =:) 

1) 
1

lim 1
2

x

x x→

 
+ 

 
 2) 

2

1
lim 1

x

x x→

 
+ 

 
 

3) 
2

lim

x

x

x

x→

+ 
 
 

 4) 

2 1

2

1
lim 1

x

x x

−

→

 
− 

 
 

5) 
2 3

lim
2 3

x

x

x

x→

+ 
 

− 
 6) ( )

1

0
lim 1 sin x

x
x

→
+ 

7) 

24
2

2

1
lim

4

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 8) 

10
2

2

4 1
lim

2

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 

9) 
1

lim 1 tan

x

x x→

 
+ 

 
  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2e 
2) 1 3) 2e 4) 1e− 5) 3e 

6) e 7) 12e− 8) 30e 9) e  
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 כלל הסנדוויץ'

 שאלות 

 : 10-1 תולא שבאת הגבולות  וחשב

1) 
sin

lim
x

x

x→
 2) 

( )cos 2 1
lim
x

x

x→

+
 

3) 
3 sin

lim
4 cosx

x x

x x→

+

+
 4) 

2

2

3 sin 2
lim

cos3x

x x x

x x→

+ +

+
 

5) 
0

1
lim sin
x

x
x→

 
  

 
 6) ( )2 2

0
lim cos ln
x

x x
→

 

7) 
( )

( )

3 arctan 2 3
lim

4 arctan lnx

x x

x x x→

+ −

+ −
 8) lim 2 3 4x x x x

x→
+ + 

9)  
1

lim
x

x
x→

 10)  
0

1
lim
x

x
x+→

 

z:נתונה פונקציה  (11 המקיימת   ,→
2

lim ( ) 4
x

z x
→

=, 

f:ונתונה פונקציה  )המקיימת   ,→ )
2

4 ( ) ( ) ( )z x f x z x ,   לכלx . 

את הגבולות הבאים: וחשב

( )( )
( )2 2

2 2 2

cos ( )
lim ( ) , lim tan( ( )) , lim , lim
x x xx

z x
f x z x z x x

x→ → →→−
− 

 

)חשבו את הגבול  (12 )lim sin 1 sin
x

x x
→

+ −. 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 2) 0 3) 
3

4
 4) 3 5) 0 

6) 0 7) 
3

4
 8) 4 9) 1 10) 0 

11) 
2

lim ( ) 16
x

f x
→

= ,  
( )cos ( )

lim 0
x

z x

x→
=, 

2
lim tan( ( )) tan 4
x

z x
→

= , ( )( )2 2

2
lim 2

x
z x x

→−
− = 

12) 0 
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 פונקציה מפוצלת גבול של 

 שאלות

   :גרף של פונקציה להלן (1

 

 חשבו את הגבולות הבאים או הוכיחו שהם לא קיימים: 

 .א
1 2 1

1. lim ( ) 2. lim ( ) 3. lim ( )
x x x

f x f x f x
→ → →−

 

) .ב ) ( )2 2

1 1
1. lim 3 2. lim 3

x x
f f f f

→ →−
− − 

 .ג
1 1

1 1
1. lim 2. lim

4 1x xf f→ →− −
 

 

)נגדיר פונקציה   (2 )f x :( )
2

1 0

0.5 0

1 0 2

1.5 6 2

x

x
f x

x x

x x




=
= 

−  
 − 

. 

 שרטטו את הפונקציה.  .א

)חשבו, אם ניתן, את   .ב ) ( )
0 2

lim , lim
x x

f x f x
→ →

. 

)חשבו, אם ניתן, את הגבול   .ג )( ) ( )
2

2
lim 4 10
x

f x f x
→

 +
 

. 
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)נגדיר פונקציה   (3 )f x :( )

1 0

0.5 0

cos 0

0.5

x

x
f x

x x

x








=
= 

 
− 

. 

 שרטטו את הפונקציה.  .א

)חשבו, אם ניתן, את   .ב ) ( )
0

lim , lim
x x

f x f x
→ →

. 

)חשבו, אם ניתן, את הגבול   .ג )( ) ( )
2

lim 2 3
x

f x f x
→

 +
 

. 

 

)חשבו את הגבול   )lim
x a

f x
→

 של הפונקציות הבאות: 

4) ( ) ( )
1

sin 4
0

0 ,

4 0x

x
x

xa f x

e x




= = 


+ 

 

 

5) ( ) ( )

2 2
1

1
1 ,

1
1

1

x x
x

x
a f x

x
x

x

 + −


 −
= = 

− 
 −

 

 

6) ( ) ( )0  ,  
x

a f x
x

= = 

 

7) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

=  = 

 

8) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

= − = 

 

א.  (9
21

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
 

ב. 
24

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
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 תשובות סופיות 

א.  (1
1 2

1.lim ( ) 1 , 2. lim ( )
x x

f x f x
→ →

= = 
1

, 3. lim ( )
x

f x
→−

=  

)ב.  ) ( )2 2

1 1
1. lim 3 2 , 2. lim 3 2

x x
f f f f

→ →−
− = − = 

ג. 
1 1

1 1 1
1. lim , 2. lim

4 ( ) 3 1 ( )x xf x f x→ →
= = 

− −
 

)ב.  ראו בסרטון. א.  (2 ) ( )
0 2

lim 1, lim 3
x x

f x f x
→ →

= =  6ג.  −

)ב.  ראו בסרטון. א.  (3 )
0

lim 1,
x

f x
→

=  ( )lim
x

f x
→

 −1ג.   

4) 4 

5)  

6)  

7) 1  

8) 1− 

ב.   א. אין גבול.  (9
1

6
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 גבול לפי הגדרה

 שאלות 

 :וחיהוכ ,על פי הגדרת הגבול ,6-1בשאלות 

1) 
2

8l 1 2m7i 4
x

x
→

=+ 2) 
4

2 0l 2im
x

x x
→

=+ 3) 
24

5l 1im
x

x
→

+ = 

4) 
4 4

1
l

1
im

2x x→
=

+
 5) 

2

22
1li

2
m

x

x x

x→ −
=

−
 6) il nim ss in

x
x




→
= 

 

: הגדרת הגבולעל פי , וחשב (7
21

1
lim

1x

x

x→

+

−
. 

 

 : 11-8מקרים את  על פי הגדרת הגבול וחיהוכ

8) 
22

3
lim 1

1x

x

x→

+
=

+
 9) 

7
lim 1

2x

x

x→

+
=

+
 

10) 
3 4

lim 2
2 1x

x

x→

−
= −

+
 11) 

2

2

3 1
lim 3

1x

x

x x→

−
=

+ +
 

 
 

)נתונה פונקציה (12 )f x   :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

= −. 

0M כי קיים וחיהוכ  כך שעבור כל ,ממשי כלשהו  x M  מתקיים 

( ) 4f x  −. 

 

)נתונה פונקציה (13 )f x :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

=
 

 . 

0Mכי קיים  וחיהוכ  כך שעבור כל ,ממשי כלשהו  x M  מתקיים 

( )2 16f x . 

 

 פונקציה ממשית וחיובית בתחום f נניח (14 ),a  המקיימת ( )lim 0
x

f x
→

=. 

)  שמתקיים וחיהוכ )lim 0
x

f x
→

=. 
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 נתון הגבול (15
2

2

2
lim 1

3 2x

x x

x x→

+
=

+ +
. 

0M ערך של ומצא , עבורו לכל x M הביטוי שבגבול קרוב לערך הגבול 

)- כך ש ,M  ובמילים אחרות, מצא) 0.1  עד כדי ):  0.1x M f x L  − ). 

 

)  את הפונקציה ירנגד (16 )
2      

1    /

x
f x

x


= 

− 
. 

 בהסתמך על הגדרת הגבול.זאת  וחיהאם הגבולות קיימים? הוכ

)א.  )lim
x

f x
→

)ב.     )
2.5

lim
x

f x
→

)ג.    )lim
x

f x
→

 

 

בהינתן הגבול  (17
1

2 4 1
lim

11 2x

x

x→

+
=

+
0  ו, מצא ,  כך שלכל  x 

1x  המקיים − השוויון-, אי 
2 4 1 1

11 2 100

x

x

+
− 

+
 מתקיים.  

 

 :וכיאו הפר וחיהוכ (18

) אם . א ) ( )( )lim 0
x

f x g x
→

− ) אז ,= ) ( )( )2 2lim 0
x

f x g x
→

− =
 

. 

)אם  .ב ) ( )( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

− )אז  ,= ) ( )( )
0

2 2lim 0
x x

f x g x
→

− =. 

)אם . ג )
0

lim
x x

f x L
→

)אז: הגבול , = )
0

lim
x x

f x
→

 . −Lאו  L-קיים ושווה ל 

)ת אם הגבולו  .ד ) ( )( )
0

lim
x x

f x g x
→

)-ו + )
0

lim
x x

f x
→

 קיימים,  

)אז גם הגבול  )
0

lim
x x

g x
→

 קיים. 

 

להוכיח כי   יש (19
2

1l
2

3
im

x

x

x→ +


+
 לפי ההגדרה. 

 

להוכיח כי   יש (20
4

1l
1

0
m

2

1
i

x

x

x→ +


+
 לפי ההגדרה. 

 

שאם  וחיהוכ (21
0

lim ( ) 3
x

f x
→

)שבה   0אז קיימת סביבה נקובה של  ,= ) 2f x  . 
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שאם  וחיהוכ (22
0

lim ( )
x x

f x L
→

,   אז קיימת סביבה נקובה של
0x  שבה( )f x L. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

7)  
 

 co.ilGOOL. שאלות נמצאות באתר:השאר תשובות ל
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 רציפות של פונקציה

 שאלות 

 שלהן,  1את רציפות הפונקציות ב"נקודת התפר"בדקו : 1-6בשאלות 
 גם את גרף הפונקציה: שרטטו  , 2-ו  1ובשאלות 

1) ( )
1 2

5 2

x x
f x

x x

+ 
= 

− 
 2) ( )

2

1

1

x x
f x

x x


= 


 

3) ( )

1
1

2 1 2

1 2

2 2

x
x

x xf x

x

x x




 −  = 
 =


− 

 4) ( )
2

sin 0

0 1

2 1 2

3 2

x x

x x
f x

x x

x x




 
= 

−  
 − 

 

5) ( )
1

sin 4
0

4 0x

x
x

xf x

e x




= 


+ 

 6) ( )
1

sin
0

2 0

1 0x

x
x

x

f x x

e x





= =

 + 


 

 

 : 6-3עבור כל אחת מהפונקציות בשאלות   (7
 . עבור כל נקודת אי רציפות מאיזה סוג היארשמו 

 . פונקציה בעלת נקודת אי רציפות מסוג שניהדגימו בנוסף, 
 

, על מנת שהפונקציות תהיינה k: מה צריך להיות הערך הקבוע של 8-11בשאלות 
 ?xרציפות לכל 

8) ( )
2 2 2

5 6 2

kx x x
f x

kx x

 + − 
= 

− 
 9) ( )

2 2 3
1

1

1

x x
x

f x x

k x

 + −


= −
 =

 

10) ( )

2 5 3
2

2

2

x
x

f x x

k x

 + −
 

=  −
 =

 11) ( )
2

2 0

0x

x k x
f x

x x

− 
= 


 

 . 'כלל לופיטל' בעזרתניתן לפתור רק  11הערה: שאלה  

 

 
 נקודת תפר היא הנקודה בה נוסחת הפונקציה משתנה.  1

1
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 ,b-ו a: מה צריכים להיות הערכים של הקבועים 21-51בשאלות 
 על מנת שהפונקציות תהיינה רציפות בתחום הגדרתן?

12) ( )

0

sin
0

2

cos

ax b x

x
f x x

x

a x x





+ 



=  




 

 

13) ( )

( )

23

2

1

1 1 1

1
4 1

1

a x x x

f x bx x x

x a a
x

a x




+  −


= + − −  


− + − 
 −

 

 

14) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1

1 ln 1 0 1

2 2
0

2 4

x

x

x

x x

f x x x b x

a x

−








= − + +  

 −



 +

 

 

15) ( )

( )

1

1

2

1

2

1
1

1

1 2

1 2

x

x

x

e

f x ax b x

x x

−

−




 +


= +  

 − 



 

 .בעזרת 'כלל לופיטל'ניתן לפתור רק  15-14הערה: שאלות 

 

 :הוכיחו או הפריכו (16

 סכום שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  . א

 הפרש שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  .ב

 מכפלת שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.   . ג

 מנתן של שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.  .ד

 

1
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fלא רציפה. האם  g-רציפה ו f-ידוע ש (17 g+ ?רציפה 
 .זאת  וחיהוכ

 

)תהי  (18 )
1 1 4

2 1 4

x x
f x

x

 − + 
= 

+ 

. 

 שרטטו את גרף הפונקציה. . א

 מצאו את נקודות האי רציפות של הפונקציה ואת סוגן )במידה ויש(. .ב

תהי  . ג
1

( )g x x
x

= )ותהי  ,+ )f x  מוגדרת וחיובית לכלx. 

)האם ההרכבה   ( ))g f x  בהכרח רציפה לכלx? 

 

)פונקציה חסומה בקטע   fתהי  (19 )0,1. 

)הפונקציה המוגדרת בקטע   gתהי  )0, ), על ידי  2 )
( )

2

0 1

1 2

f x x
g x

x x

  
= 

 

. 

האם יתכן שהנקודה  . א
0 1x  . ו? נמקgרציפות סליקה של  -היא נקודת אי =

)חסומה בקטע  gהאם  .ב )0,  . ו? נמק2

 

:תהי  (20 (0, )f →   פונקציה שמקיימת( ) ( ) ( )f x y f x f y+ x,לכל   ,= y. 

0x-רציפה ב f-נניח ש =. 

 .xרציפה לכל  f-ש וחיהוכ

 

:תהי  (21 (0, )f →   פונקציה שמקיימת 
2

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ x,לכל   ,= y. 

0x-רציפה ב f-נניח ש =. 

 .xרציפה לכל  f-ש וחיהוכ

 

)נתונה הפונקציה  (22 )
1

2
2

f x x x= −    . 

 :הוכיחו או הפריכו

 .x  חסומה לכל  f  הפונקציה . א

 .xרציפה לכל   fהפונקציה   .ב

 .  xמונוטונית לכל   fהפונקציה   . ג

 .xזוגית לכל  - זוגית או אי  fהפונקציה   .ד

  

1
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 ענו על הסעיפים הבאים: (23

)פונקציה   . א )f x  מקיימת( )f x x  לכלx. 

0x-שהפונקציה רציפה ב וחיהוכ =. 

)פונקציה   .ב )f x  מקיימת( ) sinf x x  לכלx. 

 שהפונקציה רציפה באינסוף נקודות שונות.  וחיהוכ

 

)הפונקציה   (24 )f x   רציפה לכלx. 

1xידוע כי עבור     ,( )f x  נתונה על ידי הנוסחה( )
( )sin

1

x
f x

x


=

−
. 

)מצאו את הנוסחה של  )f x  לכלx. 

 

)הפונקציות  (25 ) ( )3 2g x f x+ ו-( ) ( )2f x g x−  רציפות לכלx. 

)הוכיחו שהפונקציה  ) ( )f x g x−  רציפה לכלx. 

 

)תהי  (26 )f x  מוגדרת לכלx   ומקיימת( )
0

lim ( ) 1 ( ) 0
x

f x f x
→

− =  . 

)הוכיחו או הפריכו:    . א )
0

lim 0
x

f x
→

)או  = )
0

lim 1
x

f x
→

=. 

וגדרת' במילה האם תשתנה תשובתך לסעיף א' אם נחליף את המילה 'מ .ב
 ? 'רציפה'

 

 .xמוגדרת לכל  fתהי  (27
 הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות: 

)אם  . א )sinf x  רציפה לכלx,  אזf  רציפה לכלx. 

)אם  .ב )sin ( )f x  רציפה לכלx,  אזיf  רציפה לכלx. 

מתקיים  0xאם לכל  . ג
0

lim ( ) 4
x x

f x
→

)אזי  ,= ) 4f x  .xלכל =

 ?xרציפה לכל  fאם ידוע בנוסף כי   ,כיצד תשתנה תשובתך

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 רציפה. (1

 רציפה. (2

1xרציפה בנקודה   (3 2x, לא רציפה בנקודה = =. 

0,1xרציפה בנקודות  (4 2x, לא רציפה בנקודה = =. 

 לא רציפה.  (5

 לא רציפה.  (6

 . סליקה. 3  . סוג ראשון.4 . סליקה. 6 סליקה. . 5 (7

8) 1k =  

9) 4k =  

10) 
2

3
k = 

11) 1k = − 

12) 
1

0 , 
2

a b= = 

13) 1 , 2a b= 1a , 2או  = b= =. 

14) 1 12  , a e b e− −= − = 

15)  , 
3 3

e e
a b= = − 

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 א.  (18

 
-  

 

5xהפונקציה רציפה לכל ב.    ג. לא.  יש אי רציפות מסוג ראשון. −5-ב .−

 ב. כן.   א. לא.  (19

 הוכחה.שאלת  (20

1
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 הוכחה.שאלת  (21

 ד. טענה לא נכונה. טענה לא נכונה.   ג. ב. טענה לא נכונה. א. טענה נכונה. (22

 שאלת הוכחה. (23

24) ( )
( )

1

sin
1

1

1

x

x
f x x

x

x







− = −



=  
−

 =

 

 שאלת הוכחה. (25

 שאלת הוכחה. (26

 שאלת הוכחה. (27

 

1

פרק 6רציפות של פונקציה - משפט ערך ה...

108

108



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 משפט ערך הביניים

 שאלות 

 שלמשוואה יש לפחות פתרון אחד: הוכיחו  4-1בשאלות 

1) 3 4 1 0x x+ − = 

 

2) 2 lnx x= − 

 

3) 0.25sin 7x x− = 

 

4)  3 2 0x bx cx d+ + + = 

 
 שלמשוואה יש לפחות שני פתרונות: הוכיחו  6-5בשאלות 

5) 5 0xe x− = 

 

6) 3 1
4 5 0x x

x
+ − = 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (7

), המקיימת:  xפונקציה רציפה לכל  fתהי  . א ) ( )0 1 , 1 2f f= =. 

)שלמשוואה הוכיחו  ) sin 4f x x x+  יש לפחות פתרון אחד. =

:תהי  .ב [ 4, 4]f →  פונקציה רציפה. −

2שלמשוואה הוכיחו  ( ) 1x f x+  יש לפחות פתרון אחד. =

 

 קטע, שאורכו אינו עולה על יחידה אחת, מצאו   (8

2בו למשוואה  1
10x

x
=  יש פתרון. −

 

)נגדיר   (9 ) 2 1

1
f x x

x
= +

−
 . 

)את חשבו  . א ) ( )0  ,  2f f. 

2האם ניתן להסיק לפי משפט ערך הביניים שלמשוואה  .ב 1
0

1
x

x
+ =

−
 

)יש פתרון בקטע   )0, 2? 
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f,תהיינה  (10 g פונקציות רציפות ב- ,a b   המקיימות( ) ( ) ( ) ( ),f a g a f b g b  

aשקיימת נקודה  הוכיחו  c b שבה( ) ( )f c g c=. 

 

]נתונה פונקציה רציפה בקטע סגור  (11 , ]a b .שהוא חלקי לתחום הגדרתה 

)-נניח ש )[ , ] [ , ]f a b a b. 

]כי קיימת נקודה הוכיחו  , ]c a b כך ש-( )f c c=. 

תנקודת כנ"ל נקראת " c נקודה בֶׁ  " של הפונקציה.שֶׁ
 

[0,1]:נתונה פונקציה רציפה  (12 [0,1]f →  . 

)1.5-כך ש c[0,1]קיימת נקודה כי הוכיחו  )f c c=. 
 

f[0,1]:פונקציה רציפה נתונה  (13 (0)המקיימת    → (1)f f=. 

)-כך ש c[0,0.5]כי קיימת נקודה הוכיחו  . א ) ( 0.5)f c f c= + . 

,כי קיימות נקודות הוכיחו  .ב [0,1]c d  כך ש -( ) ( )f c f d=. 
 

,0]:נתונה פונקציה רציפה  (14 2]f (0)המקיימת    → (2) (1)f f f  . 

כי קיימים הוכיחו 
1 2, [0,2]c c   כך ש-

1 2( ) ( )f c f c= . 

 

f[0,8]:פונקציה רציפה נתונה  (15 (0)המקיימת    → (8)f f= . 

1כי קיימות נקודות הוכיחו  2 3 4, , , [0,8]c c c c  כך ש - 

. 1 2 3 4( ) ( ), ( ) ( )f c f c f c f c= =   

 

)שהפונקציה הוכיחו  (16 ) sinf x x x=  .היא על  +

 

)שהפונקציה הוכיחו  (17 ) sinf x x x=   היא על. 

 

f:תהי  (18  .2פונקציה רציפה ומחזורית עם מחזור  →

0xשקיים הוכיחו   0-כך ש 0( ) ( )f x f x+ =. 

 

10יהיו  (19 ,..., 1na a   1קבועים המקיימים ... 1na a+ + =. 

|1הוכיחו כי למשוואה   | ... | |
2

n

n
x a x a− + + −  יש לפחות פתרון אחד. =

  

1
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 על הסעיפים הבאים:ענו  (20

f:תהי  . א  פונקציה חח"ע ורציפה. →

 עולה ממש או יורדת ממש.fכי  הוכיחו 

:תהי  .ב [0, )f →  .פונקציה חח"ע ועל 

 .-לא רציפה בfכי  הוכיחו 

 

:תהי  (21 [ 1,1]f →  פונקציה רציפה. −

)שעבורם   ,x כי קיימים אינסוף ערכים שלהוכיחו  ) sinf x x=. 

 

), מהצורה  זוגיתפולינום ממעלה  Pיהי  (22 ) 1

1 0

n n

nP x x a x a−

−= + + +, 

ונניח כי  
0 0a . 

 ממשיים, שונים זה מזה.פחות שני שורשים לישנם  P-כי ל הוכיחו 

 

f,יהיו (23 g  :פונקציות רציפות המקיימות 

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x k f x k g x k g x k
→ →− → →−

= = − = − 0כאשר   ,= k . 

)כי קיים לפחות פתרון אחד למשוואה הוכיחו  ) ( )f x g x=. 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (24

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  . א ),a b 1, ותהיינה, , nx x   1)כאשרn  )

)-נקודות כלשהן ב ),a b. 

)בקטע    cשקיימת נקודה  הוכיחו  ),a bכך ש , -

( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +. 

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  .ב ),a b. 

)האם לכל  ),c a b,  1ניתן למצוא נקודות, , nx x,שונות זו מזו , 

1nכאשר  , כך ש -( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +? 

 .זאת הוכיחו 

 

)פונקציה רציפה בקטע פתוח   f תהי (25 , )a b. 

lim  נניח כי: ( ) , lim ( )
x a x b

f x f x
+ −→ →

= − = . 

)כי תמונת הקטע  והרא , )a b  היא. 
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f:תהי  (26 (0)המקיימת   ,פונקציה רציפה → 1, (1) 4f f= − =. 

תהי  [0,1] | ( ) 0S x f x=  =. 

 לא ריקה.  S-שהוכיחו  . א

 .שנסמנו   ,יש חסם עליון S שלקבוצההוכיחו  .ב

[0,1)כי  הוכיחו  . ג . 

)כי  הוכיחו  .ד ) 0f  =. 

 

תהי  (27 : ,f a b )- רציפה, כך ש → ) ( )f a f b=. 

שקיימים הוכיחו 
1 2a x x b   כך ש ,-( ) ( )1 2f x f x= . 

 

)תהי  (28 )z x  רציפה בקטע  פונקציה ,a b    0ויהי 1r . 

)בקטע, עבורו מתקיים   cהוכיחו שיש  ) ( ) ( )(1 )z c rz a r z b= + −. 

 

 :יפים הבאיםענו על הסע (29

sinהוכיחו כי למשוואה   . א cos sin2A x B x C x+  יש פתרון. =

)תהי  .ב )f x  רציפה לכלx   (4)המקיימת 2 (2), (0) 0f f f . 

2)  -כך ש cהוכיחו שקיים  ) 2 ( )f c f c= . 

)תהי  . ג )f x  רציפה לכלx   (0)המקיימת 1, (1) 2f f= =. 

  -כך ש aהוכיחו שקיים 
1

( )f a
a

= . 

 

 .xמוגדרת לכל  fה  פונקצי (30
 התכונה הבאה:את לפונקציה יש 

 כל ערך ממשי מתקבל על ידי הפונקציה בדיוק פעמיים. 
 הוכיחו כי הפונקציה אינה יכולה להיות רציפה. 

 

 

 

 סופיות תשובות 

8)  0.1,1 

)א.  (9 ) ( )0 1 , 2 5f f= −  ב. לא.   =

 הן שאלות הוכחה. 30-10ושאלות   7-1שאלות 
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 תכונות נוספות של פונקציות רציפות 

 שאלות

 . ו זאתח יהוכ ו  ,בכל סעיף האם הטענה נכונה או לא נכונה  וקבע (1

קיימת פונקציה המוגדרת בקטע   0,1,  :שהיא 

 חח"ע, אבל לא מונוטונית. .א

 מונוטונית, אבל לא רציפה. .ב

 מונוטונית, אבל לא חסומה.  .ג

 חסומה, אבל לא רציפה.  .ד

 רציפה, אבל לא חסומה.  .ה

 הופכת מחיובית לשלילית מבלי לעבור דרך האפס. .ו

 מקבלת מקסימום ומינימום אבל לא רציפה.  .ז

 רציפה אבל לא מקבלת מקסימום.  .ח

 שתמונתה אינו קטע.  ,חסומה .ט

 רציפה, שתמונתה אינה קטע.  .י

 אבל בעלת התכונה,  אינה רציפה בקטע זה, . יא

שתמונת הקטע   0,1  על ידי ,f .היא קטע , 

 

]:תהי   (2 , ]f a b )המקיימת    ,פונקציה רציפה → ) 0f x ,   לכל[ , ]x a b. 

0שקיים  הוכיחו  , כך ש -( )f x ,   לכל[ , ]x a b. 

 

,0]:תהי   (3 )f  limנניח כי  , ו פונקציה רציפה → ( )
x

f x
→

 קיים.  

 חסומה.  f- שהוכיחו 

 

,יהיו   (4 :f g 1נתון שלכל שתי נקודות    פונקציות רציפות. → 2,x x, 

1המקיימות   2x x,   1קיימת נקודה 3 2x x x  ,  3שעבורה 3( ) ( )f x g x=. 

)כי  הוכיחו  ) ( )f x g x=, לכל  x. 

 

[0,1]:תהי   (5 (0,1)f  פונקציה על.  →

 .[0,1]- לא רציפה ב f- שהוכיחו 

 

f:תהי   (6 )2שמקיימת   , פונקציה רציפה → ) ( )f x f x=,   לכלx. 

 פונקציה קבועה.  f- שהוכיחו 
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f:תהי   (7 )שמקיימת   , פונקציה רציפה → ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +, 

x,לכל   y. 

)כי  הוכיחו  ) (1)f x f x=,   לכלx. 

 

)תהי   (8 )f x   מוגדרת בקטע  הפונקציה( , )a b,  ונניח שקיים קבוע ממשי  K, 

  ,כך שלכל שתי נקודות
1x  2-וx,   בקטע( , )a b,   ליפשיץתנאי  מתקיים : 

       
1 2 1 2| ( ) ( ) | | |f x f x K x x−  −  

)כי  הוכיחו  )f x   רציפה בקטע( , )a b. 
 להוכיח בשתי דרכים שונות.  ו* נס

 

 שלכל פולינום ממעלה זוגית יש נקודת מינימום מוחלט. הוכיחו  (9
 באריכות: 
אז קיימת נקודה   ,פולינום ממעלה זוגית fשאם  הוכיחו 

0x , 

)0- כך ש ) ( )f x f x,   לכלx. 

 

 : וחי ב הוכ-א וסעיפים ב (10

 קיימת סדרה של רציונליים שמתכנסת אליו.  ,שלכל מספר ממשי .א

 רציונליים שמתכנסת אליו. -קיימת סדרה של אי ,שלכל מספר ממשי .ב

תהי   .ג
1

( )
0

x
f x

x


= 


 .xשהפונקציה לא רציפה בכל נקודה  הוכיחו  .

 ה. ל  יכ  יר  נקראת פונקציית ד  זאת הערה: פונקציה 

 

 : יכואו הפרהוכיחו  (11

) אם .א )f x רציפה בנקודה  c ,אז  | ( ) |f x   רציפה בנקודהc. 

| אם .ב ( ) |f x   רציפה בנקודהc ,אז  ( )f x רציפה בנקודה  c. 
 

 : וח יהוכ   13-12בשאלות 

 חסומה. f, בה 0x, אז קיימת סביבה של  0x- רציפה ב fאם  (12

 

), ואם  0x- רציפה ב fאם  (13 )0 0f x   0, אז קיימת סביבה שלx  שבה ,( ) 0f x . 
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,יהיו   (14 :f g )פונקציות רציפות המקיימות   → ) ( )f a g a, 
 ממשי מסוים.  a  עבור
)שבה  ,a  שקיימת סביבה של והרא ) ( )f x g x. 

 
 הערה 

 תרגיל זה מכיל בתוכו גם את הטענה הבאה:

f:תהי   )פונקציה רציפה המקיימת  → ) 0f a , ר  עבוa  .ממשי מסוים 

)שבה  ,a  שקיימת סביבה של  והרא ) 0f x . 

)פשוט לקחנו   ) 0g x = . 

 בסעיף האחרון. ',משפט ערך הביניים'בטענה זו נשתמש בשאלה האחרונה תחת הנושא 
 

)הוכיחו כי אם הפונקציה  (15 )f x רציפה בנקודה  a  אזי הפונקציה ,( )g x, 

המוגדרת על ידי  

( )

( ) ( ) | ( ) |

( )

c f x c

g x f x f x c

c f x c

−  −


= 
 

 a, גם רציפה בנקודה  

 מספר חיובי כלשהו(.  c)כאשר  

 

נתונה הפונקציה   (16
1

1
1

( )

1x

x
x

f x x

e e x− −

−


= 
 − 

. 

)1את   והפיכה בתחום הגדרתה. אם כן, מצא  fהאם    קובד )f x−. 
 

 

 תשובות סופיות 

16)  
( )

1

1

1
1 0

1( )

ln 0

x
xf x

x e x

−

−


−   += 

− + 

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 שיטת החצייה

 שאלות 

3נתונה המשוואה  (1 22 2 0x x x− − + . בעזרת שיטת החצייה בקטע  = 2,3−, 

 איטרציות.  6שורש מקורב של המשוואה על ידי  ומצא
 מהו קירוב השורש?

 

3נתונה המשוואה:   (2 2 0x x− − =. 

 , המכיל שורש של המשוואה.1  עולה עלקטע שאורכו לא   ומצא . א

כמה איטרציות של שיטת החצייה יש לבצע, כדי למצוא קירוב של השורש   .ב
 ?0.001 בדיוק של

 .0.001 חשבו את השורש שמצאתם בדיוק של . ג

 

 תרגיל נוסף.הערה: בסרטון ההסבר של שיטת החצייה יש 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0.07 

א.  (2 1, 1.520xג.    10  ב. 2 = 

1

פרק 6רציפות של פונקציה - משפט ערך ה...

116

116



חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 7 - הגדרת הנגזרת - גזירות של פונקציה - נגזרות חד-צדדיות

תוכן העניינים

1. הגדרת הנגזרת וגזירות של פונקציה י 117

2. נגזרות חד צדדיות י 124

116

116



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 , גזירות של פונקציה הגדרת הנגזרת

 שימו לב 

מי שלא למדו  ל  .הספר  ביתכפי שנלמד ב  ,פונקציות לפי נוסחאות גזירהיש לדעת גזירת בפרק זה 
 לכאן. לחזור אחר כך  ורקאת הנושא, ללמוד  לפרק הבא,כדאי לעבור קודם  זאת

 

 *תשאלו

 את הנגזרת של הפונקציה הנתונה על פי ההגדרה: וחשב  6-1בשאלות 

)את   וחשב (7 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 44f x x x x x x= − − − −. 

 

)את   וחשב (8 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( ) 22 1 1f x x x x x= + + +. 

 

)את   וחשב (9 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( )f x x z x=    כאשר( ) ( )
0

0 1 , lim 4
x

z z x
→

= =. 

 

)הפונקציה:    נתונה (10 )
( )

3

2

1 0

1 0

x x
f x

x x

 − 
= 

− + 

. 

 .הפונקציה רציפהאת כל הנקודות בהן   ומצא .א

1xעל פי הגדרת הנגזרת האם הפונקציה הנתונה גזירה בנקודה    ובדק .ב =. 
 האם קיים משיק בנקודה זו ? 

 

:  נתונה הפונקציה (11
1

sin 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

 (n )טבעי. 

0xה  הפונקציה גזירה בנקוד  nעבור אילו ערכים של   .א =? 

0x  הפונקציה גזירה ברציפות בנקודה nעבור אילו ערכים של   .ב =? 
 
 

 

 ___________ ___ 
 בכלל לופיטל.  חל איסור להשתמש* בפרק זה 

1) ( ) 2 4 1f x x x= + + 2) ( )
1

1
f x

x
=

+
 3) ( ) sin 4f x x= 

4) ( ) xf x e= 5) ( ) lnf x x= 6) ( ) 10f x x= + 

1
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: נתונה הפונקציה (12
1

arctan 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

 (n )טבעי. 

0xהפונקציה גזירה בנקודה   nעבור אילו ערכים של   .א =? 

0xהפונקציה גזירה ברציפות בנקודה   nעבור אילו ערכים של   .ב =? 

 

 :םאת הגבולות הבאי  ובחש (13

 .א
0

ln(4 ) ln 4
lim
x

x

x→

+ −
 .ב                    

1

0
lim

x

x

e e

x

+

→

−
 

 

גזירה בנקודה   fנתון כי   (14
0x.  כי הוכח : 

 .א
0

0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  

 .ב
0

2 2
2 0 0

0 0 0 0

0

( ) ( )
2 ( ) '( ) lim

x x

x f x x f x
x f x x f x

x x→

−
− =

−
  

 

 אי זוגית.  f'כי   וח יגזירה וזוגית. הוכ fנתון כי   (15

 

]- פונקציה המוגדרת בנתונה   (16 , ]a b   ומקיימת לכל,x y ב -[ , ]a b: 
2| ( ) ( ) | | |f x f y x y−  −. 

]- גזירה ב  fכי   וח יהוכ  , ]a b את נגזרתה.  ווחשב 

 

:  נתונה הפונקציה (17
2

3
( )

x x
f x

x x

 
= 


. 

)'את   וחשב )f x .על פי ההגדרה 

 

:  נתונה הפונקציה (18
2( 1)

( )
0

x x
f x

x

 − 
= 


. 

)'את   וחשב )f x .על פי ההגדרה 

 

)5נתונה הפונקציה   (19 ) sinf x x=. 

)'את   וחשב .א )f x. 

)'את כל הנקודות עבורן   ומצא .ב ) 0f x =. 
 

 ___________________________ 
   בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 

1
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 : יכואו הפר וח יהוכ  (20

- גזירה ב  hאם  .א
0x ו-g אינה גזירה ב -

0x,  אזf g h= - אינה גזירה ב  +
0x. 

- אינה גזירה ב hאם .ב
0x  ו -g אינה גזירה ב -

0x, אזf g h= - אינה גזירה ב +
0x. 

- אינה גזירה ב hאם .ג
0x ו -g  אינה גזירה ב -

0x, אזf g h=  אינה גזירה ב -
0x . 

- גזירה ב hאם .ד
0x ו -g אינה גזירה ב -

0x,  אזf g h=   אינה גזירה ב -
0x. 

 

 : יכואו הפר וח יהוכ  (21

אז   ,גזירה fאם  .א
1

lim ( ) '( )
n

n f x f x f x
n→

  
+ − =  

  
. 

אם הגבול   .ב
1

lim ( )
n

n f x f x
n→

  
+ −  

  
 גזירה.  f אז  ,קיים וסופי 

 

 : יכואו הפר וח יהוכ  (22

)- גזירה ב  fאם  .א ),a b ו-lim ( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim '( )
x a

f x
+→

= . 

)- גזירה ב  fאם  .ב ),a b ו-lim '( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim ( )
x a

f x
+→

= . 

 

)נתון כי   (23 )f x 4- רציפה בx , ומקיימת  =
4

( ) 10( 4)
lim 0

4x

f x x

x



→

− − −
=

−
. 

4x- גזירה ב f- ש וח יהוכ   .f(4)'את   ווחשב ,=

 

0x  פונקציה רציפה בסביבת הנקודה  fתהי   (24 מקיימת ה =
0

( )
lim 0
x

f x

x→
=. 

(0)כי   וח יהוכ  .א 0f =. 

0x- גזירה ב  fכי   וח יהוכ  .ב (0)'- ו = 0f =. 

 

(0)  , ונתון כיפונקציה גזירה על כל הישר fתהי   (25 0f f(0)'- ו = k=. 

כי    וח יהוכ 
1

lim
x

x f k
x→

 
= 

 
. 

 

f:תהי   (26  .0xפונקציה גזירה בנקודה   →

)0אם  .א ) 0f x , שגם   וחי הוכ| |f 0- גזירה בx. 

)0אם  .ב ) 0f x |שייתכן כי   והרא  ,= |f  0- גזירה בx  .וייתכן שלא 
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,תהיינה   (27 :f g פונקציות גזירות בנקודה   →
0x . 

נגדיר   ( ) max ( ), ( )h x f x g x=   לכלx. 

שאם   והרא
0 0( ) ( )f x g x, אז h  גזירה ב-

0x. 

 

 .- פונקציה זוגית ב fתהי   (28

), אז  0- גזירה ב fכי אם   וח יהוכ  )' 0 0f =. 
 

 בשתי דרכים שונות. והערה: פתר

 

:נתונה פונקציה   (29 (0, )f  )המקיימת  → ) ( ) ( )f xy f x f y= +, 

,לכל   (0, )x y . 

1xגזירה בנקודה   fנתון כי   =. 

(1)כי   וח יהוכ  .א 0f )- ו = ) ( )
x

f f x f y
y

 
= − 

 
 . 

0xושלכל    ,גזירה fכי    והרא .ב , 
'(1)

'( )
f

f x
x

=. 

 

פונקציה גזירה המקיימת   fנתון כי   (30
( ) ( )

2 2

x y f x f y
f

+ + 
= 

 
. 

 פונקציה לינארית.  f- ש וח יהוכ 

 

 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (31

 את הטענה הבאה: וח יהוכ  .א

- גזירה ב  fאם 
0x,  אז

( )0 0

0

( )
'( ) lim

n

n
n

f x a f x
f x

a→

+ −
= 

0naלכל סדרה   →. 

f:תהי   .ב 0פונקציה גזירה בנקודה   → 1x (1)- ו ,= 1f =. 

 אז ,kשאם   והרא

( )1 2
( 1)

lim (1 ) (1 ) ... (1 ) (1)
2

k
n n n

n

k k
n f f f k f

→

+
 + + + + + + − = . 

את הגבול   וחשב .ג
1 2 10

lim ... 10n n n

n
n e e e

→

 
+ + + − 

 
. 
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 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (32

שפונקציית דיריכלה   וח יהוכ  .א
1

( )
0

x
D x

x


= 


 לא גזירה בכל מקום. 

)2שהפונקציה   וח יהוכ  .ב ) ( 1) ( )f x x D x= 1xבנקודה  רקגזירה  − =. 

 

)פונקציה   (33 )f x   2מקיימת( )f x x   לכלx. 

0x- שהפונקציה גזירה ב וח יהוכ  =. 

 

)פונקציה   (34 )f x   2מקיימת( ) sinf x x   לכלx. 

 שהפונקציה גזירה באינסוף נקודות שונות. וח יהוכ 

 

- פונקציה גזירה ב fתהי   (35
0x. 

0כי   וח יהוכ  .א 0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

2h

f x h f x h
f x

h→

+ − −
=. 

 , שהגבול בסעיף א' קייםבאופן , fדוגמה של פונקציה רציפה    נות .ב

)'0אך   )f x  .אינו קיים 

באמצעות   וע יהב .ג
0'( )f x   0את הגבול 0

0

( 2 ) ( 3 )
lim
h

f x h f x h

h→

− − +
. 

 

 .0x- פונקציה גזירה פעמיים ב fתהי   (36

0כי   וח יהוכ  .א 0 0
0 20

( ) 2 ( ) ( )
''( ) lim

h

f x h f x f x h
f x

h→

+ − + −
=. 

 , באופן שהגבול בסעיף א' קיים ,fדוגמה של פונקציה    נות .ב

)''0אך   )f x  .אינו קיים 

 
 . 'כלל לופיטללמידת הנושא 'את סעיף א' רק אחרי  והערה: פתר 

 

)נתון כי   (37 )f x   רציפה בנקודהx a=, פונקציה חדשה    נגדירו( ) ( ) ( )z x x a f x= −. 
 : יכוהפר או  וח יהוכ 

)הפונקציה   .א )z x   גזירה בנקודהx a=. 

)' .ב )z x רציפה ב-  x a=. 
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 תשובות סופיות 

1) ( )' 2 4f x x= + 2) ( )
( )

2

1

1
f x

x
= −

+
 3) ( )' 4 cos 4f x x= 

4) ( )' xf x e= 5) ( )
1

f x
x

= 6) ( )
1

2 10
f x

x
=

+
 

7) !44 8) 2 9) 4 

1x  בנקודהב. לא גזירה  .x  א. רציפה לכל (10  . קיים משיק אנכי בנקודה .=

1nא. (11    .2בn  

1nא. (12    .1בn  

 א. (13
1

4
 e ב.  

 . הוכחהשאלת  (14

 . הוכחהשאלת  (15

’שאלת הוכחה.   (16 0f = 

0x- הפונקציה גזירה רק ב  (17 (0)'  :ומתקיים, = 0f =. 

1x- הפונקציה גזירה רק ב  (18 (1)'  :ומתקיים ,= 0f =. 

א.  (19

4

4

5sin cos 2 (2 1)

'( ) 0

5sin cos (2 1) (2 2)

x x n x n

f x x n

x x n x n

 



 

   +


= =

− +   +

ב.   
2

x n


= 

 . הוכחהשאלת  (20

 . הוכחהשאלת  (21

 . הוכחהשאלת  (22

 ה. שאלת הוכח  (23

 ה. שאלת הוכח  (24

 ה. שאלת הוכח  (25

 ה. שאלת הוכח  (26

 ה. שאלת הוכח  (27

 ה. שאלת הוכח  (28

 ה. שאלת הוכח  (29

 ה. שאלת הוכח  (30

 55ג.  ה. שאלת הוכחב.  ה. שאלת הוכחא.  (31

 ה. שאלת הוכח  (32
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 ה. שאלת הוכח  (33

 ה. הוכח שאלת  (34

)ב.  ה. שאלת הוכחא.  (35 )f x x=   .ג( )05 'f x− 

)ב.  ה. שאלת הוכחא.  (36 ) ( )

1 0

sgn 0 0

1 0

x

f x x x

x

− 


= = =
 

 

 ה. הוכח שאלת  (37
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 צדדיות-נגזרות חד

 שאלות

שלה   שתי דרכים שונות לבדיקת גזירות של פונקציה מפוצלת בנקודות התפר ותאר (1
 )נקודה שבה מתחלפת נוסחת הפונקציה(. 

)  בפונקציה  והשתמש )
2

3

8    2

12   2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 על מנת להדגים שתי שיטות אלה.  

 . אלהלהשתמש בכל אחת משיטות יש מתי  ור יבנוסף, הסב 
 

 . ובכל דרך שתבחר ,חום הגדרתןבת גזירות הפונקציות   ו אתבדק  9-2 בשאלות 

 . נוסחה עבור הנגזרת של כל אחת מהפונקציות מו בנוסף, רש

2) ( )
2

3

4 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 3) ( )

2

3

5 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 

4) ( )
2

3

8 2

12 2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 5) ( )

( )
2

ln 1 2 0.5 0

2 0

x x
f x

x x x

 + −  
= 

+ 

 

6) ( ) 2 4 1f x x= + − 7) ( ) 23 1f x x x x= + + 

8) ( )
1

sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 9) ( )
2 1
sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה   5האם הפונקציה משאלה   קובד (10 =. 
 

)נתונה הפונקציה   (11 )

3 1 1

1
1

x x

f x
a x

x

 +  −


= 
+  −



. 

1xהפונקציה רציפה בנקודה   a  עבור איזה ערך של הקבוע .א = −? 

על פי הגדרת הנגזרת האם   ושקיבלת בסעיף א', בדק  a- עבור ערך ה .ב
1xהפונקציה הנתונה גזירה בנקודה    = − . 

 האם קיים משיק בנקודה זו? 
 

 

 ___________________________ 
 בכלל לופיטל.  חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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הפונקציה הבאה גזירה בנקודת   b- ו aעבור אלו ערכים של הקבועים   ומצא (12

)התפר:   )
3ln      0

    

x x e
f x

ax b x e

  
= 

+ 
. 

 נוסחה עבור הנגזרת.  מועבור ערכים אלו, רש
 

בנקודת  הגזיר   ההבא ההפונקצי b- ו  aערכים של הקבועים  אלועבור    ומצא  (13

)  :התפר )
          0 1

     1

xe x
f x

ax b x

  
= 

+ 
. 

 נוסחה עבור הנגזרת.  מועבור ערכים אלו, רש

 

:  נתונה הפונקציה (14
2 1
sin 4 0

( )

0

x x x
f x x

px q x


+ 

= 
 + 

. 

 : הנתונההפונקציה   q  -ו pעבור אילו ערכים של הקבועים    וקבע
 . א. רציפה.     ב. גזירה

 

4  :עבור הפונקציה ,f(0)'את   וחשב (15 3( ) sin(10 ) 1f x x x x= − + −. 

 

  :נתונה הפונקציה (16
| cos |

( )
0

x x
f x

x

 
= 


. 

 ממשי.  x  שהפונקציה לא גזירה לכל וח יהוכ 
 

 תזכורת )הערך השלם( 

]  פונקציית הערך השלם ]x מספר ממשי  מחזירה לכל  x הגדול ביותר מספר השלםאת ה , 

[4.1]  :)מעגלת כלפי מטה(. למשל x- שקטן או שווה ל 4 , [ 4.1] 5= − = −. 

 

)נתונה הפונקציה   (17 ) [ ] [ ]f x x x= − −. 

)'את   וחשב )f x. 

 

)נתונה הפונקציה   (18 ) [ ]sin( )f x x x=. 

)'את   וחשב )f x על פי ההגדרה. 

 

)נתונה הפונקציה   (19 )( ) [ ] 1 cos( )f x x x= −. 

)'את   וחשב )f x. 
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)היא פונקציה המקיימת  fשאם   וח יהוכ  (20 ) 2f x x   לכלx, 

0x- גזירה ב  fאז  =. 

 

- פונקציה רציפה ב fתהי   (21
0 0x =. 

)כי הפונקציה   וח יהוכ  ) ( )z x x f x= גזירה ב -
0 0x )אם ורק אם   = )0 0f =. 

 

שתי פונקציות המוגדרות בסביבה מלאה של  g- ו fיהיו   (22
0x . 

 : יכואו הפר וח יהוכ 

0אם  .א 0( ) ( )f x g x= 0- ו 0

' '( ) ( )f x g x− +=, 

0המוגדרת על ידי   ,zאז הפונקציה  

0

( )
( )

( )

f x x x
z x

g x x x


= 


- גזירה ב, 

0x. 

f:אם  .ב - לא גזירה ב →
0x ו -:g  ,- גזירה ב →

gאז  f איננה גזירה ב -. 

  מוגדרת בסביבה מלאה שלfוהפונקציה  0x- גזירה מימין ב  gאם  .ג

0( )g x 0- וגזירה מימין ב( )g x  אזי ,f g גזירה מימין ב -
0x. 

 
 הערה: אין קשר בין הסעיפים. 

 

 .- פונקציות המוגדרות ב g- ו f  תהיינה (23

x  ולכל , - היא פונקציה רציפה ב g- נתון ש y 

  מתקיים
( ) ( )

2

f x f y x y
g

x y

− + 
=  

−  
. 

)'ממשי מתקיים   xושלכל   ,- גזירה ב  f  כי  וח יהוכ  ) ( )f x g x=. 
 

נתונה הפונקציה   (24

1
1

( )

arctan 1
4

x
x

x
f x

x x


−


= 
 − 


. 

 .fאת רציפות וגזירות וקבד .א

)1את   והפיכה בתחום הגדרתה. אם כן, מצא  f  האם  וקבד .ב )f x−. 
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 תשובות סופיות 

1) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

2) ( )
2

2 4 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

3) ( )
2

2 5 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

4) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

5) ( )
2

0.5 0
' 1 2

2 2 0

x
f x x

x x


−  

= +
 + 

 

6) ( ) ( ) ( ) ( )' 4 1 , ' 4 1f x x f x x=  = −  

7) ( ) ( ) ( ) ( )' 8 0 , ' 4 0f x x x f x x x=  =  

8) ( )
1 1 1

sin cos 0

0 0

x
f x x x x

x


− 

= 
 

 

9) ( )
1 1

2 sin cos 0

0 0

x x
f x x x

x


− 

= 
 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה   לא (10 =. 

1a א. (11  ב. לא גזירה. לא קיים משיק.   =

12) ( )

23
ln      0

' 3 / 2
3

    

x x e
x

f x a e b

x e
e


 

= = = −
 


 

13) ( )
          0 1

' 0
     1

xe x
f x a e b

e x

  
= = =


 

0qא.  (14 ,0ב.         = 4q p= = 

15) 10− 

 . הוכחהשאלת  (16

17) 
0

'( )
undefined

x
f x

x


= 


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18) 
[ ]cos( )

'( )
undefined

x x x
f x

x

  
= 


 

19) ( )

 sin

' 0 , even

undefined , odd

x x x

f x x x

x x

 


= 
 


 

 

 www.GooL.co.ilאתר היכנסו ל 20-23לפתרונות מלאים בווידאו של שאלות 

1xוגזירה לכל   x  רציפה לכל א.  (24 .  .1ב

1
1 0

1
( )

3
tan 0

4 4

x
x

f x

x x
 

−


−   +

= 
  −   

  
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 8 - חישוב נגזרת של פונקציה

תוכן העניינים

1. כללי הגזירה  י (ללא ספר)

2. תרגול בכללי הגזירה י 129

3. תרגילים נוספים לפי סוגים י 133

4. גזירה סתומה י 136

5. כלל השרשרת י 138

6. גזירה לוגריתמית י 141
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 תרגול בכללי הגזירה

 שאלות 

 :(רק את הנגזרת הראשונה  ומצא 72-35 שאלותבאת הפונקציות הבאות )  פעמיים  ורגז

1) 
2 2 4

( )
2

x x
f x

x

+ +
=  2) 

2 5 6
( )

2 10

x x
f x

x

− +
=

+
  3) 

2

2

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

+
  

4) 
3

2
( )

4

x
f x

x
=

−
  5) 

3

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

+
  6) 

3
1

( )
1

x
f x

x

+ 
=  

− 
  

7) 
ln

( )
x

f x
x

=  8) 
ln

( )
x

f x
x

=  9) ( ) lnf x x x=   

10) 2( ) lnf x x x=   11) 
1

( ) ln
2

f x
x

=
−

  12) 2( ) ln 2ln 32f x x x= + −  

13) 2

2

1
( ) ln

ln
f x x

x
= +  14) 

1

( ) xf x e=  15) 
1

( ) ( 2) xf x x e= +   

16) 
22( ) xf x x e−=   17) 3 2( )f x x=  18) 3 2( ) 1f x x= −  

19) 3 2( ) (1 )f x x x= −  20) 3( ) sin( )f x x=  21) 4( ) cos( )f x x=  

22) 3( ) sinf x x=  23) 2( ) tan( )f x x=  24) 2( ) ln(cos )f x x=  

25) ( ) arcsin(2 3)f x x= +  26) 2( ) arctan( )f x x=  27) ( )
sin

( ) 1
x

f x x= +  

28) ( )( ) sin
x

f x x=  29) ( )
ln

( ) cos
x

f x x=  30) ln xy x= 

31) xy x= 32) xy x= 33) 
1

x

y x
x

 
= + 
 

 

34) ( )2 1
x

y x= + 35) ( )
( )1

1
x

y x
+

= +  

 

 ן. נציג שתי דרכי פתרון. מומלץ לצפות בשתיה 29- ו 28בשאלות  הערה:
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 3

2 8 4
'( ) , ''( )

4

x
f x f x

x x

−
= = 

2) 
2

2 3

2 20 62 448
'( ) , ''( )

(2 10) (2 10)

x x
f x f x

x x

+ −
= =

+ +
 

3) 
3 4

4 4(1 2 )
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
 

4) 
2 2 2

2 2 2 3

( 12) 4 (2 24)
'( ) , ''( )

( 4) ( 4)

x x x x
f x f x

x x

−  +
= =

− −
 

5) 
2

3 4

( 3) 6
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+
= =

+ +
 

6) 
2

4 5

6( 1) ( 1)( 3)
'( ) , ''( ) 12

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+ + +
=− =

− −
 

7) 
2 3

1 ln 2ln 3
'( ) , ''( )

x x
f x f x

x x

− −
= = 

8) 
1.5 2.5

2 ln 3ln 8
'( ) , ''( )

2 4

x x
f x f x

x x

− −
= = 

9) 
1

'( ) ln 1, ''( )f x x f x
x

= + = 

10) '( ) (2 ln 1), ''( ) 2 ln 3f x x x f x x= + = + 

11) 
2

1 1
'( ) , ''( )

2(2 ) (4 2 )
f x f x

x x
= =

− −
 

12) 
2

2 2ln
'( ) (ln 1), ''( )

x
f x x f x

x x

−
= + = 

13) 
4 5 4

3 2 4

2 ln ) 1 2 (ln ) (ln ) (ln ) 3
'( ) , ''( )

(ln ) (ln )

x x x x
f x f x

x x x x

   ( − − − −
= = −   

   
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14) 
1 1

2 4

1 1 2
'( ) , ''( )x x

x
f x e f x e

x x

+   
=  − =   

   
 

15) 
1 12

2 4

2 5 2
'( ) , ''( )x x

x x x
f x e f x e

x x

 − − + 
= =   

  
 

16) 
2 22 22 2'( ) (1 4 ), ''( ) 4 (3 4 )x xf x e x f x xe x− −= − = − − 

17) 
3 3 4

2 2
'( ) , ''( )

3 9
f x f x

x x
= = −

 
 

18) 

2

2 5/32 23

1
1

2 2 3'( ) , ''( )
3 ( 1)3 ( 1)

x
x

f x f x
xx

− −

= = 
−−

 

19) 
3 3 4

2 5 2 1 5
'( ) , ''( )

93

x x
f x f x

x x

− +
= = −  

20) 3 2 4 3 3'( ) cos( ) 3 , ''( ) 9 sin( ) 6 cos( )f x x x f x x x x x=  = − +  

21) 4 3 6 4 2 4'( ) sin( ) 4 , ''( ) 16 cos( ) 12 sin( )f x x x f x x x x x= −  = − −  

22) 2 2 3'( ) 3sin cos , ''( ) 6sin cos 3sinf x x x f x x x x=  = − 

23) 
2 2 2 2 2

2 2 4 2

2 2 cos ( ) 8 cos( )sin( )
'( ) , ''( )

cos ( ) cos ( )

x x x x x
f x f x

x x

 −
= = 

24) ( )
2

2 2

2 2

4
'( ) tan( ) 2 , ''( ) 2 tan( )

cos ( )

x
f x x x f x x

x

−
=  − = − 

25) 
( )

( )

( )( )
1.52 2

4 2 31
'( ) 2 , ''( )

1 2 3 1 2 3

x
f x f x

x x

+
=  =

− + − +

 

26) 
( )

4

24 4

2 2 6
'( ) , ''( )

1 1

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
 

27) 
sinsin'( ) cos ln( 1)

1

xxf x x x x
x

 
=  + + 

+ 
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28) ( ) ( )'( ) sin ln(sin ) cot
x

f x x x x x= +  

29) ( )
ln ln(cos )

'( ) cos tan ln
x x

f x x x x
x

 
=  −  

 
 

30) ln 2ln
' x x

y x
x

 
=  

 
 

31) ( )
1

2

' 1 lnxy x x
−

= − 

32) 
1 ln

' 1
2

x x
y x

x

 
=  + 

 
 

33) 
2

1 1 1 1 1 1
' ln

2 1 2

x

y x x x
x x xx x

x
x

 
 

     = +  + + −      
      

+ 
 

 

34) ( ) ( )2 2

2

1
' 1 1 ln 1 2

1

x

y x x x x
x

 
= +  + +   

+ 
 

35) ( )
( )

( )
1

' 1 ln 1 1
x

y x x
+

= + + +   
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 תרגילים נוספים לפי סוגים

 שאלות 

 ית חזקה י הנגזרת של פונקצ

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (1

) . א ) 3f x x= ב. ( ) 7f x x= ג . ( ) 2f x x= 

) .ד ) 1f x x=  ה. ( ) 3f x x−= ו. ( ) 1f x x−= 

) .ז )
1

2f x x= ח. ( )
1

3
f x x= ט . ( )

3

4f x x= 

 

 הנגזרת של קבוע כפול פונקציה 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (2

) . א ) 32f x x= ב. ( ) 73f x x= ג . ( ) 41

2
f x x= 

) .ד )
6

7

x
f x ) .ה = ) 18f x x= ו. ( ) 23f x x−= 

) .ז )
4

f x
x

) .ח = )
1

26f x x= ט . ( )

2

3

3

x
f x = 

 

 הנגזרת של קבוע

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (3

) . א ) 12f x ) .ב = )
7

8
f x = 

 

 הנגזרת של סכום והפרש

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (4

) . א ) 3 22 3 5f x x x x= + − ) .ב + )
3

41 3 2

4 6 4 5

x x
f x x= − + −  
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 הנגזרת של פונקציה חזקה מורכבת 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (5

) . א ) ( )
3

5 2f x x= ) .ב − ) ( )
5

3 6f x x= ) . ג + ) ( )
2

23f x x x= − 

) .ד )
( )

3
5

4

x
f x

−
) .ה = )

( )
4

2 1

3

x
f x

+
=  

 

 הנגזרת של אחד חלקי איקס 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (6

) . א )
3

f x
x

) .ב = )
2

f x
x

) . ג = ) 2

1
f x

x
) .ד = ) 3

3
f x

x
= 

) .ה ) 2

1

3
f x

x x
=

−
) .ו  )

2

3
f x

x
=

−
) .ז  )

6

5
f x

x
=

+
 

 

 הנגזרת של מכפלה 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (7

) . א ) ( ) ( )5 1 3f x x x= + − 

) .ב ) ( ) ( )
3

5 1 3f x x x= + − 

) . ג ) ( )
43 6f x x x= − 

 

 הנגזרת של מנה 

 הפונקציות הבאות: את גזרו  (8

) . א )
3 1

1 2

x
f x

x

−
=

+
) .ב  )

2 1

5 12

x
f x

x

+
=

−
) . ג  )

2

2

1

3

x
f x

x

−
=

+
 

) .ד )
2 8

1

x
f x

x

+
=

−
) .ה  )

1
f x

x
) .ו  = ) 3

3
f x

x
= 

 

 הנגזרת של שורש

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (9

) . א )f x x= ב. ( ) 4 1f x x= ) . ג + ) 3 1f x x= − 

) .ד ) ( )3 1f x x x= ) .ה + ) 2 3f x x x= ) .ו + )
3x

f x
x

+
= 
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 תשובות סופיות 

1)  

) . א ) 2' 3f x x= ב. ( ) 6' 7f x x= ג . ( )' 2f x x= 

) .ד )' 1f x ) .ה = ) 4' 3f x x−= ו. ( ) 2

1
'f x

x
= − 

) .ז )
1

'
2

f x
x

) .ח = )
3 2

1
'

3
f x

x
) . ט = )

1

4
3

'
4

f x x
−

= 

2)  

) . א ) 2' 6f x x= ב. ( ) 6' 21f x x= ג . ( ) 3' 2f x x= 

) .ד )
56

'
7

x
f x ) .ה = )' 8f x ) .ו = ) 3

6
'f x

x
= − 

) .ז ) 2

4
'f x

x
= ) .ח − )

3
'f x

x
) . ט = )

3

2
'

9
f x

x
= 

 0ב.     0א.  (3

) א. (4 ) 2' 3 4 3f x x x= + )ב.    − )
2

3 3
'

2 4

x
f x x= − + 

)א.  (5 ) ( )
2

' 15 5f x x x= )ב.    − ) ( )
4

2 3' 15 6f x x x= + 

)ג.  ) ( )( )2' 6 1 2f x x x x= − )ד.   − ) ( )
23

' 5
4

f x x= − )ה.  − )
( )

3
8 1

'
3

x
f x

+
= 

)א.  (6 ) 2

3
'f x

x
= )ב.   − ) 2

2
'f x

x
)ג.   = ) 3

2
'f x

x
= )ד.        − ) 4

9
'f x

x
= − 

)ה.  )
( )

2
2

2 3
'

3

x
f x

x x

−
= −

−
)ו.   )

( )
2

2
'

3
f x

x
=

−
)ז.    )

( )
2

6
'

3
f x

x
= −

+
 

)א.  (7 )' 10 14f x x= )ב.   − ) ( ) ( )
2

' 5 1 20 44f x x x= + − 

)ג.  ) ( ) ( )
32' 6 18 7f x x x x= − − 

)א.  (8 )
( )

2

5
'

1 2
f x

x
=

+
)ב.    )

( )

2

2

5 24 5
'

5 12

x x
f x

x

− −
=

−
)ג.   )

( )
2

2

8
'

3

x
f x

x
=

+
 

)ד.   )
( )( )

( )
2

4 2
'

1

x x
f x

x

− +
=

−
)ה.   ) 2

1
'f x

x
= )ו.  − ) 4

9
'f x

x
= − 

)א.  (9 )
1

'
2

f x
x

)ב.   = )
2

'
1

f x
x

=
+

)ג.    )
2

3

3
'

2 1

x
f x

x
=

−
 

)ד.   )
9 1

'
2

x
f x

x

+
)ה.  = )

( )5 12
'

2 3

x x
f x

x

+
=

+
)ו.     )

3
'

2

x
f x

x x

−
= 
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 גזירה סתומה 

 שאלות 

2את הפונקציה הסתומה גזרו  (1 5 1 1x y+ − =. 

 

24lnאת הפונקציה הסתומה גזרו  (2 10lnx y y+ =. 

 

xאת הפונקציה הסתומה גזרו  (3 y xy+ =. 

 

נתונה הפונקציה הסתומה הבאה  (4
2 4 2 3 sin( 2 ) 4 1y xe x y y x y− + = − + +. 

 .(1,2)בנקודה  y'חשבו את 

 

3נתונה הפונקציה הסתומה הבאה  (5 2 2 34 cos ( ) ln( 1) lnx y xy x y e+ + = + +. 

0yבנקודה בה   y'חשבו את  =. 

 

10yxאת הפונקציה הסתומה גזרו  (6 xy− =. 

 

1yאת הפונקציה הסתומה גזרו  (7 xx y− =. 

 

3נתונה פונקציה סתומה  (8 2 0xy y x x− + − =. 

1yבנקודה בה   nyאת ערך  מצאו   = . 

 

2נתון עקום שמשוואתו  (9 yyx e x+ = . 

1xהראו שעבור   . א  אחד ויחיד ומצאו אותו. yקיים ערך  =

1xבנקודה בה   y''חשבו את  .ב =. 

 

)נתון כי המשוואה  (10 ) 31 2 4 2yh y x x e y− + = + +, 

)מגדירה את   )y y x=  כפונקציה סתומה שלx . 

)נתון כי   )h y .גזירה ברציפות ויורדת 

)הוכיחו כי   )y x .יורדת חזק 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 4

4

2
5 1 0, '

5 1

x
y y

y

−
−  =

−
 

2) 

4

10
2 0, '

10
2

xy y
y

y
y

−

−  =

−

 

3) 
1 2

0, 1, '
2 1

y y
x x y

x x

−
  = 

−
 

4) (1,2)

14
'

11
y = − 

5) (1,0)' 1y = 

6) ln 0, '
ln

y

y

y

y
y x

xx x x y
x x x

− 

 −  =
 −

 

7) 
ln

ln 0, '

ln

y x

y x

y x

y
x y y

x xx x y y
xy

x x y
y

−  + 

−   =

− 

 

8) 1− 

(1,0)ב.  (9

9
''

8
y = − 

 .הוכחהשאלת  (10

1
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 כלל השרשרת

 שאלות 

)נתונה פונקציה  (1 )f x  המקיימת ,( )' 4 10f =. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  ) ( )2g x f x=. 

)את  וחשב )' 2g. 

 
 הבאים: פיםי ענו על הסע (2

)נתונה פונקציה  . א )f x.  נגדיר פונקציה חדשה

1
( ) (4 1)z x f f x

x

 
= − + 

 
. 

)'את וחשב  )z x. 

)נתונה פונקציה  .ב )f x   (1)המקיימת 2, '(1)f f e= =.   

)נגדיר פונקציה חדשה   )
( )

2

2

1
( ) ln

ln
z x f x

f x
= +. 

)'את  וחשב )z e. 

 

נתונה הפונקציה  (3
( )
( )

2 1
( )

f x
g x

f x

−
= . 

(10)ידוע כי   '(10) 4f f= =. 

 . g(100)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (4

2

1
4

( )
1

f
x

g x

f
x

 
+ 

 =
 
 
 

 . 

(1)ידוע כי   1 , '(1) 4f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
  

1
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נתונה הפונקציה  (5
( )

( )

2 ln
( )

ln 1

f x
g x

f x
=

+
 . 

(0)ידוע כי   2 , '(0) 1f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (6
( )10 4 1

( )
4

1

f x
g x

f
x

+
=

 
+ 

 

 . 

(4)ידוע כי   1 , '(4) 2f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (7
( )
( )

7 24

4
( )

f x
g x

f x
= . 

(1)ידוע כי   1 , '(1) 4f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

 הבאים: פיםי ענו על הסע (8
זוגית -שהנגזרת של פונקציה זוגית היא פונקציה אי וחיהוכ . א

 היא פונקציה זוגית. זוגית -והנגזרת של פונקציה אי 

)הפונקציה  .ב )f xהאם הפונקציה  וקבד זוגית.-היא אי''''( )f x 
 זוגית. -היא זוגית או אי

)הפונקציה   . ג )f x  זוגית נגדיר  -אי( )
4

( ) ( )g x f x= . 

)'האם הפונקציה   וקבע )g x  זוגית. - זוגית או אי 

 ידוע שנגזרת של פונקציה היא זוגית.  .ד
 זוגית? -שהפונקציה היא אי האם ניתן לקבוע

 

 

 

 

 

 

 

 

  

1

פרק 8חישוב נגזרת של פונקציה

139

139



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

1) 40 

א.  (2
2

1 1
'( ) ' '(4 1) 4z x f f x

x x

  
= − − +   

  
ב.   

3
'( ) 3

4
z e = 

3) 
17

80
 

4) 36 

5) 
8

9
 

6) 44 

7) 2− 

 .לאד.  זוגית. -איג.  זוגית. -איב.  (8

1

פרק 8חישוב נגזרת של פונקציה

140

140



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 גזירה לוגריתמית 

 שאלות 

 : הבאותאת הפונקציות  ורגז

1) ( )
7

104
10 1

2 1
1

x
y x

x

−
=  +

+
 

 

2) ( )
2

4 10 1
x

y x= + 

 

3) 
( ) ( )

( ) ( )

3 4
2 5 6

7 8 9 10

x
x x

y
x x

+
+  +

=
+  +

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
1 1 7 1 1 1

' 10 2
4 10 1 10 2 1 4 1

y y
x x x

 
=  +  − − + + 

 

2) ( ) ( )
2

1

4
1 1

' 10 1 2 ln 2 ln 10 1 10 2
4 10 1

x

x xy x x
x

   
= +    + +     +  

 

3) ( ) ( )
1 1 1 1

' 3 ln 2 3 4 5 7 9
2 5 6 7 8 9 10

y y x x
x x x x

 
=  + + + +  −  −  + + + + 

  

1
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3. בעיות משיקים עם נוסחת המשיק י 146

4. הנורמל י 150
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 משיקה

 שאלות 

 את שיפוע הפונקציהמצאו   (1

) . א ) 32 7f x x x= ), בנקודה  − )2, 2. 

) .ב ) 2

1

3
f x

x
=

−
2x, בנקודה   = −. 

 

)נתונה הפונקציה  (2 )f x ax=  0, כאשרa . 

המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה 
1

2
x  .1, הוא בעל שיפוע =

 .aאת הקבוע מצאו  

  

2הישר   (3 3 3y x− )משיק לגרף הפונקציה  = ) 3h x x= . 

 את נקודת ההשקה. מצאו  

 

)לפונקציה שיפוע המשיק  (4 ) 2 13 3x x bf x a − −=  ), בנקודה  +  .21ln3, הוא 1,15(

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

)שיפוע המשיק לפונקציה  (5 )
2ln

ln

x a
f x

x b

+
=

+
, בנקודה  

1
, 1

e

 
− 

 
, הוא 

3

e
. 

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

5ישיק הישר  kלאילו ערכי  (6 6y x= − , לגרף הפונקציה +

( ) 3 22 4f x x x x k= − − +? 

 את נקודת ההשקה. מצאו כזה  kלכל ערך  

 

)נתונה הפונקציה  (7 ) 2 4 5f x x x= − + . 

3xאת גרף הפונקציה ואת המשיקים לגרף בנקודות  ושרטט . א 1x-ו = =. 

 שיוצר כל אחד מהמשיקים בסעיף א',את הזווית  וחשב .ב
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

  

1
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)נתונה הפונקציה  (8 )
22 1

2

x
f x

x

+
=

−
 . 

 45ר זווית של צאת הנקודות על גרף הפונקציה, שהמשיק דרכן יומצאו  
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

 

)נתונה הפונקציה  (9 ) 3 22 5f x x x= − + . 

של הנקודות, שהמשיק דרכן לגרף הפונקציה יוצר זווית   x-את שיעורי המצאו  
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה 135של 

 

)פונקציה   (10 )f x ומקיימת   0-גזירה ברציפות ב( )0 0f =. 

ידוע שבראשית הצירים הזווית בין המשיק לגרף הפונקציה לבין הכיוון 
 .30היא  x-החיובי של ציר ה

את הגבול  וחשב
( )

0
lim
x

f x

x→
. 

 

)את הזווית שיוצר המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (11 )
2

3 2 3f x x x= = 

1x, בנקודות x-עם הכיוון החיובי של ציר ה 0x-ו = =. 

 

 תשובות סופיות 

 4ב.    17א.  (1

2) 2a = 

3) ( )1,3 

4) 2, 1a b= = − 

5) 2, 2a b= = − 

6kלערך  (6 1x, בנקודה  = ; לערך =
158

27
k  , בנקודה=

1

3
x =. 

63.43ב.   א. ראו באתר. (7 , 116.56 =  =  

8) 5, 1x x= = − 

9) 
1

1,
3

x x= = 

10) 
1

3
 

11) 33.69 , 90 =  =  

1
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 בעיות משיקים 

 שאלות

4yהישר   (1 x b= )משיק לגרף הפונקציה   + ) 2

2
3f x

x
= +. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

3yהישר   (2 x=   משיק לגרף הפונקציה( )f x x x b= +. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

הישר   (3
1

2
y ax= )משיק לגרף הפונקציה   + )

2
g x

x c
=

+
0xבנקודה    =  . 

 .c- ו aאת  מצאו 

 

yהישר   (4 x b= )משיק לגרף הפונקציה   + ) xf x e=. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה  מצאו  (5 ) lnf x x=   בנקודהx e=. 

 

 ההשקה, ואת משוואת המשיק לגרף העקומה, את נקודת  מצאו  7-6בשאלות 
 העובר דרך הנקודה הנתונה: 

6) ( ) 22, 3 , 2 1y x x− = − + 

 

7) ( )3,1 , y x− = 

 

2y  את משוואת המשיקים המשותפים לפונקציותמצאו  (8 x= 21- ו
5

4
y x= − −. 

 

הפונקציות   (9
1

y
x

=
 

21- ו

2
y x k= −  משיקות זו לזו. +

 ואת נקודת ההשקה.  kאת  מצאו 

  

1
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 .xגזירה לכל   fנתון כי   (10

)2הוכיחו כי הפונקציה   .א ) (3 2)z x x f x=  .xגזירה לכל   −

2הישר   .ב 10 11y x= )משיק לגרף הפונקציה   + )z x   1בנקודהx = −. 

)את השיפוע של   ומצא )f x   5בנקודהx = −. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

)נקודת ההשקה היא   (1 4ומשוואת המשיק היא  −1,5( 9y x= +. 

)נקודת ההשקה היא  (2 4b  -ו 4,12( =. 

נקודת ההשקה היא   (3
1

0,
2

 
 
 

ומשוואת המשיק היא  
1 1

8 2
y x= − +. 

)נקודת ההשקה היא  (4 1yומשוואת המשיק היא   0,1( x= +. 

משוואת המשיק היא   (5
1

y x
e

=. 

6) ( ) ( )6 15 , 4,9 ; 2 1 , 0,1y x y x= − = − + 

)המשיק   (7 )
1 3

, 9,3
6 2

y x= + . 

8) 2 1 , 2 1y x y x= − = − − 

9) 1.5k ), נקודת ההשקה  = )1,1. 

 . 2השיפוע הוא   א. שאלת הוכחה.  (10

1
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 עם נוסחת המשיק בעיות משיקים 

 שאלות 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (1 ) ( )
3

2 4 3f x x= 1x, בנקודה  + = −. 

 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (2 ) 4 2f x x x=  .2, ששיפועו −

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (3 ) 3 1f x x= 0xבנקודה  , + =. 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (4 )
3

2

3 1

2

x x
f x

x

+ −
=

−
, בנקודה  

1 1x =. 

 

)שיפוע המשיק לפונקציה  (5 )
2

3
f x

ax
=

+
2y, בנקודה    .−4, הוא =

 ואת משוואת המשיק.  aאת ערכו של הפרמטר מצאו  

 

)המשיקים לפונקציה  תואת משוואמצאו   (6 ) 3

1

3
f x

x
, היוצרים זווית של =

135 
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (7 )
4

1
f x

x
=

−
 .−2, ששיפועו 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (8 )
2

3

2

x
f x

x x

−
=

− +
 , 

1בנקודה  2x =. 

 

)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה  (9 )
1

a
f x

bx
=

−
), בנקודה    .−6, הוא 1,6(

 , ואת משוואת המשיק. b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

2נתונה הפונקציה  (10 3xy e ex= 2x, והעבירו לה משיק בנקודה + =. 
 את משוואת המשיק. מצאו  

1
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)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (11 ) 2x xf x e xe−= 0x, בנקודה  + =. 

 

)את משוואות המשיקים לפונקציה מצאו   (12 ) ( ) 21 x xf x e e e= + − , 

yבנקודות החיתוך של הפונקציה עם הישר   e= . 

 

)לפונקציה   (13 )
2ln x

g x
x

2xהעבירו משיק בנקודה שבה   = e= . 

 את משוואת המשיק. מצאו  

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (14 )2ln 1y x x=  1x, בנקודה  + =

. 

 

)הגרפים של  (15 ) lnf x x= ו-( ) 1g x  , ברביע הראשון.Aנחתכים בנקודה  =

 העבירו משיק. Aבנקודה 
 ראשית הצירים.דרך  שהמשיק עובר  וחיאת משוואת המשיק והוכמצאו  

 

2את משואת המשיק למעגל  מצאו   (16 2 25x y+ ), בנקודה = )3, 4. 

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה צאו  מ (17
2xy y x xy+ − ), דרך הנקודה = )1,1. 

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (18
22 4 ln 1y xx y e x−+ = +, 

)דרך הנקודה   הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,1,2(

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (19
2 2xy y x y xy+ + =, 

)דרך הנקודה   הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,1,2(

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (20
2 2 1xye y y+ = −, 

)דרך הנקודה  )0,  הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,2
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2נתונה הפונקציה הסתומה  (21 2yx y e xy x+  = +. 

0yאת הנקודות על גרף הפונקציה, בהן  מצאו   . א =. 

את משוואת הישרים המשיקים של גרף הפונקציה,  מצאו   .ב
 בסעיף א. נמצאובנקודות ש

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 24 22y x= + 

2) 2 3y x= − 

3) 1y = 

4) 12 9y x= − + 

5) 2, 4 2a y x= = − − 

6) 
1 1

1 , 1
3 3

y x y x= − + = − − 

7) 2 8y x= − + 

8) 
11 30

16 16
y x= − 

9) 6, 2, 6 12a b y x= = = − + 

10) ( )4 42 3 3y e e x e= + − 

11) 3 1y x= + 

12) ( ) ( )2 2 , 1y e e x e y e x e= − + + = − + 

13) 
4 2

2 6
y x

e e
= − + 

14) ( )ln 2 1 1y x= + − 

15) 
1

y x
e

= 

16) 
3 25

4 4
y x= − + 

17) 
1 1

2 2
y x= + 

18) 
1 4

1
5 5

y x= + 

19) 
1 5

1
5 6

y x= + 

20) 
4

2
3

y x= + 

)א.  (21 ) ( )0,0 , yב. בראשית הצירים:  1,0 x= 1y, המשוואה השנייה: − x= − . 

1
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 הנורמל

 שאלות 

)את משוואת הישר, הנורמל לגרף הפונקציה מצאו   (1 ) 2 2f x x= −, 

)בנקודה  )3, 2. 

 

)את משוואת הנורמל לגרף הפונקציה מצאו   (2 ) 4f x x=המאונך לישר העובר , 

)דרך הנקודות  )-ו 5,0( )2, 4. 

 

)משוואת נורמל לגרף הפונקציה  (3 ) 3 22 1f x x x= −  , בנקודה מסוימת, +

4היא  6y x+ =. 
 את הנקודה.מצאו  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ת תשובות סופיו

1) 2 8y x= − + 

2) 
1 5

4 4
y x= − + 

3) ( )2,1 

1
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 זווית שבין שתי עקומות 

 שאלות 

)את הזווית בין הפונקציות  מצאו   (1 ) 2y f x x= )-ו = )
1

y g x
x

= =. 

 

2את הזווית בין המעגל מצאו   (2 2 8x y+ 2והפרבולה  = 2y x=  . 

 

2שהאליפסה  וחיהוכ (3 22 8x y+ 2וההיפרבולה  = 2 2x y− נחתכות בזווית  =
 ישרה. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 71.57 
2) 71.56 

 שאלת הוכחה. (3

1
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 דיפרנציאל שלם  –נוסחת הקירוב הלינארי 

 שאלות 

בקירוב, בעזרת נוסחת הקירוב הלינארית, את הגדלים הבאים:  וחשב (1

5, 8, 27 

 

 בקירוב, בעזרת נוסחת הקירוב הלינארית, את הגדלים הבאים: וחשב (2
3ln 2, 9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5 1

5 2.25, 8 2 , 27 5
6 5

  = 

2) 3 1
ln 2 1, 9 2

12
  

1
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 10 - בעיות מקסימום ומינימום (בעיות קיצון)

תוכן העניינים

1. הסבר כללי על בעיות קיצון  י (ללא ספר)

2. בעיות קיצון כלכליות מסוג ראשון י 153

3. בעיות קיצון כלכליות מסוג שני י 159

4. בעיות קיצון יסודיות עם מספרים י 161

5. בעיות קיצון בפונקציות וגרפים י 162

6. בעיות קיצון בהנדסת המישור י 164
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 שלבי עבודה

 .x- נגדיר את אחד הגדלים בשאלה כ •

 .xנבטא את שאר הגדלים בשאלה באמצעות  •

 נבנה פונקציה שמבטאת את מה שרצינו שיהיה מינימלי/מקסימלי.  •

 .x-נגזור את הפונקציה, נשווה לאפס ונחלץ ערך/ערכי ה •

 )או טבלה(.  y''הוא אכן מינימום/מקסימום באמצעות  4מסעיף  x-נוודא שערך ה •

 ננסח את התשובה לשאלה המקורית.  •

  

1
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 כלכליות מסוג ראשון  קיצוןבעיות 

 שאלות 

 ליטר שוקו ליום, xכאשר חברת 'יוטבתה' מוכרת  (1

)היא יכולה לקבל מחיר של  )
1

10
4

p x x= −  שקל לליטר. +

 ליטר? 4מהו מחיר ליטר אחד, אם הכמות שנמכרת ביום היא  . א

 ליטר? 12מהו מחיר ליטר אחד, אם הכמות שנמכרת ביום היא  .ב

 ₪ לליטר?  6אם המחיר הוא  מהי הכמות הנמכרת ביום, . ג

 את תחום ההגדרה שלה. ו את הגרף של פונקציית הביקוש, ומצא ושרטט .ד

פונקציית הביקוש הנתונה מתארת את מחיר המוצר, כפונקציה של  .ה
את נוסחת הפונקציה, כך שהיא תתאר את  והכמות הנמכרת ממנו. שנ

 הכמות הנמכרת מהמוצר, כפונקציה של מחירו.

 

)מוצר מסוים היא  פונקציית הביקוש של (2 ) 0.6 120p x x= − +. 

 ואת התחום שלה. פדיוןאת פונקציית ה  ומצא . א

20xאם  .ב  , מהו מחיר המוצר ומהו הפדיון?=

 ₪, מהו הפדיון? 12אם המחיר הוא  . ג

 

)פונקציית הפדיון של מוצר מסוים היא  (3 ) 20.08 40R x x x= − +. 

 פונקציית הפדיון?מהו התחום של  . א

 את הגרף של פונקציית הפדיון. ושרטט .ב

 את הגרף שלה.  ואת פונקציית הביקוש ושרטט   ומצא . ג

 

)פונקציית הביקוש של מוצר מסוים היא  (4 ) 0.4 100p x x= − +. 

 את תחום הפונקציה.  ומצא . א

 פונקציית הפדיון הממוצע.  את פונקציית הפדיון ואת  ומצא .ב

 השולי. את פונקציית הפדיון  ומצא . ג

 יתקבל פדיון מקסימלי, ומהו?  xלאיזה ערך של  .ד

 

)פונקציית הביקוש של מוצר מסוים היא  (5 ) 26 240 1800p x x x= − + +. 

 פונקציית הפדיון השולי. את פונקציית הפדיון ואת  ומצא . א

40xאם  .ב  , האם כדאי להגדיל את הייצור? =

 יהיה הפדיון מקסימלי, ומהו? מתי  . ג
  

1
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)פונקציית הביקוש של מוצר מסוים נתונה ע"י  (6 )
2

10
5

x
Q x x= − . 

 את המחיר, הנותן את הפדיון המקסימלי.  ומצא . א

 מהו הביקוש במקרה זה? .ב

 ? מה משמעותו? נומהו הביקוש השולי בנקודת המחיר שמצא . ג

 

)קפה ביום, היא  xפונקציית ההוצאות של יצרן, המייצר   (7 ) 5 150C x x= +. 

 גרף של פונקציית ההוצאות. מהן ההוצאות הקבועות?  ושרטט . א

 ₪.  1,000כמה ק"ג קפה מייצר היצרן, אם ההוצאות הן  ומצא .ב

 ק"ג קפה ביום? 20מהן ההוצאות, אם מייצרים  . ג

 פונקציית ההוצאה השולית. את   ומצא .ד

 

)פונקציית העלות, של יצרן כובעים, היא  (8 ) 20.04 10 400TC x x x= +  שקל ליום. +

 כובעים. 40את העלות הממוצעת ליום, אם הוא מייצר  וחשב . א

 כמה כובעים עליו לייצר, כדי שהעלות הממוצעת תהיה מינימלית?  .ב

100xאת העלות השולית ליום, עבור   וחשב . ג  . איזו מסקנה ניתן להסיק? =

 

)פונקציית העלות של מוצר מסוים היא  (9 ) 20.004 10 200C x x x= + +. 

100xאת העלות, כאשר  וחשב . א 101xוכאשר   = =. 

100x את העלות השולית, כאשר וחשב .ב =. 

100x-כמה תעלה יחידת מוצר נוספת, כאשר הייצור יעבור מ וחשב . ג = 
101x- ל  , והשוו עם התוצאה של סעיף ב. מהי המסקנה?=

 מצאו האם קצב השינוי של העלות גדל או קטן.  .ד

 

)ליצרן פונקציית ביקוש  (10 ) 100 0.06P Q Q= −, 

)ופונקציית עלות כוללת   ) 200 4TC Q Q= +. 

 , שעל היצרן לייצר, על מנת להביא למקסימום את רווחיו?Qמהי הכמות, 
 מהו המקסימום במקרה זה?

 

)ליצרן פונקציית ביקוש  (11 ) 20P Q =, 

)ופונקציית עלות  ) 2300 2TC Q Q= + . 

 מהי הכמות שעל היצרן לייצר, על מנת להביא למקסימום את רווחיו?
 מהו המקסימום במקרה זה?

  

1

פרק 10בעיות מקסימום ומינימום (בעיות ...

155

155



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

)ליצרן פונקציית ביקוש  (12 ) 0.15 50P Q Q= − +, 

)ופונקציית עלות שולית   ) 20.06 20MC Q Q= +. 

 מנת להביא למקסימום את רווחיו?מהי הכמות שעל היצרן לייצר, על 

 

ליצרן פונקציית ביקוש  (13
5000 50

3

P
Q

−
=, 

)ופונקציית עלות  ) 200 4TC Q Q= + . 

 , שעל היצרן לייצר, על מנת להביא למקסימום את רווחיו?Qמהי הכמות, 
 מהו המקסימום במקרה זה?

 

)ליצרן פונקציית עלות שולית  (14 ) 20.06 20MC Q Q= + . 

10Qאת פונקציית העלות, אם ידוע שכאשר הכמות המיוצרת היא   ומצא =, 
 ₪.  225אז העלות הכוללת היא  

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (15

השולי שווה להוצאה   פדיוןשהרווח המקסימלי מתקבל כאשר ה וחיהוכ . א
 סבר את המשמעות הגרפית. השולית. ה 

שאם מחיר המוצר קבוע, אז הרווח המקסימלי מתקבל כאשר  וחיהוכ .ב
 ההוצאה שולית שווה למחיר המוצר.

 

16) ( )C x –   ,פונקציית הוצאות( )'C x  –   ,הוצאות שוליות
( )C x

x
 הוצאות ממוצעות.  –  

 האם ייתכן שהוצאה שולית קבועה, למרות שהוצאה ממוצעת משתנה?  . א

 האם ייתכן להפך? .ב

 כי ההוצאה הממוצעת היא פונקציה עולה אם ורק אם  וחיהוכ . ג
 ההוצאה השולית גדולה מן ההוצאה הממוצעת.

 

 מפעל המייצר מוצר מסוים משתמש בשני גורמי הייצור. (17

 , בהתאמה. 2p- וב 1p-, ליחידה, בנסמן את מחירי גורמי הייצור

 ,2יחידות מג"י  y- יחידות מג"י אחד וב x-ב נשתמשאם 

xהמפעל מייצר   y+  יחידות. תקציב המפעלA .₪ 

 כי באילוץ התקציב, הייצור מקסימלי  הוכיחו . א

כאשר מתקיימת הנוסחה 
2

2

2

1

px

y p
=. 

 , עבורם הייצור מקסימלי, אם נתון: y- ו x  וחשב .ב

3,000   ₪1p = ,100  ₪2p =  ,372,000  ₪A=. 
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 תשובות סופיות 

)ה.  16ג.  7ב.  9א.  (1 ) 40 4x p p=  ד.   −

 
 
 
 

 

)א.  (2 ) 20.6 120R x x x= − 0x, בתחום: + .  .2,160ג.  2,160ב 

0xא.  (3     .ג.              ב 
 

 

 

 

0xא.  (4    :ב. פונקציית הפדיון( ) 20.04 100R x x x= − +, 

)הפדיון הממוצע:  )0 0.4 100x AR x x = − )ג.  . + )' 0.08 100R x x= − + 

 .62,500; הפדיון המקסימלי: 1,250ד. 

)א. פונקציית הפדיון:  (5 ) 3 26 240 1800R x x x x= − + +, 

)הפדיון השולי:  ) 2' 18 480 1800R x x x= − +  ב. לא.  .+

 . 108,000; הפדיון המקסימלי: 30ג. 

א.  (6
1

33
3

ב.    

2
1

33
1 1 333 10 33
3 3 5

Q
 

=  − 
 

 

ג. 
1

3
3

 יח', בערך. 3.33-תקטין את הביקוש ב –; העלאת המחיר ביחידה אחת −

 ההוצאות הקבועות הן הוצאות המפעל,      א.  (7
 170ב.  גם כאשר הוא אינו מייצר.     

)ד.    250ג.       ) 5MC x = 

 
 
 

₪; אם המפעל יעלה את הייצור ביחידה   18ג.   100ב.   21.6א.  (8
 ₪ בערך. 18-, העלות הכוללת שלו תגדל ב101-ל 100-אחת, מ

)א.  (9 ) ( )100 1240, 101 1250.804C C=   10.8ב.  =

 ד. גדל. ג. בערך הסכום שיעלה למפעל לייצר יחידה נוספת. 

 . 38,200, המקסימום: 800הכמות:  (10

 . - 250, המקסימום: 5הכמות:  (11

1

פרק 10בעיות מקסימום ומינימום (בעיות ...

157

157



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

12) 25 

 . 38,200, המקסימום: 800הכמות:  (13

14) ( ) 30.02 20 5TC Q Q Q= + + 

 הוכחה.שאלת  (15

 הוכחה.שאלת ג.   ב. לא.  א. כן. (16

,4ב.   הוכחה. שאלת א.  (17 3600x y= = 

1
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 כלכליות מסוג שני קיצוןבעיות 

 שאלות 

 למכונה. $225מכונות בשבוע, במחיר של  500יצרן מכונות כביסה מוכר  (1
. סקר שוק מראה, שעל כל הוזלה $125עלות הייצור למכונת כביסה אחת היא 

 . 50-מספר המכונות הנמכרות בשבוע עולה ב –במחיר   $5של 

 מהו המחיר שהיצרן צריך לקבוע למכשיר, על מנת להגיע לרווח מקסימלי? . א

 .ומהן ההוצאות במצב זה? האם בהכרח אלו ההוצאות המינימליות? נמק  .ב

 

 דקות.  200-₪ ל  100סלולר הוא  מחיר חבילת זמן אוויר בחברת (2
₪ בתשלום, לקוחות   2בסקר שוק שערכה החברה התגלה, כי על כל הוזלה של 

 דקות זמן אוויר נוספות.   10מנצלים 
( ולכמה דקותשיש לקבוע  מה המחירלאור תוצאות הסקר, איזו חבילה )כלומר, 

 כדאי לחברה להציע ללקוחותיה, כדי להגיע להכנסה מקסימלית? 

 

 ₪ עבור כל תכשיט.  30אמן מייצר תכשיטים, בעלות של  (3
 ₪ לתכשיט.  40תכשיטים, כאשר מחירם   100הוא מצליח למכור 

 תכשיטים פחות.  ₪4 במחיר, הוא מוכר  2על כל עלייה של 

 שלו יהיה מקסימלי. הרווחכמה תכשיטים האמן צריך לייצר, כדי ש  ומצא . א

 באיזה מחיר ימכור האמן כל תכשיט במצב זה? .ב

 מהי עלות הייצור של האמן )עבור כל התכשיטים( במצב זה? . ג

 

 שכל אחד מהם משלם תיירים, 30-ל נעים' משכירה אוטובוס לוחברת 'טי  (4
 על כל תייר נוסף שמצטרף, החברה מסכימה להוריד את התשלום דולר. 100

 לכל אחד מהתיירים, בשני דולר. 
 וח הגדול ביותר?מה צריך להיות מספר התיירים, כדי שלחברה יהיה הרו

 

 אג', 50ברשת 'סלקום' הוא  SMSמחיר שליחת  (5
 . 200־ים החודשי הממוצע הוא SMS- ומספר ה

 ־ים החודשי הממוצע בעשר.SMS- יורד מספר ה –אג' ש'סלקום מעלה  5על כל 
 , SMSמה צריך להיות מחיר שליחת   ומצא

 כדי שהכנסתה של 'סלקום' תהיה מקסימלית. 

 

₪   45מימד במחיר של - כרטיסים לסרטי תלת  60וע קולנוע 'חן' מוכר כל שב  (6
לכרטיס. כל הורדה של מחיר הכרטיס בחצי שקל גורמת למכירת שני כרטיסים 

 נוספים בשבוע.
מה צריך להיות מחיר הכרטיס, כדי שהכנסתו של בית הקולנוע תהיה בגדולה 

 גם מהי ההכנסה המקסימלית.  וביותר? מצא 

1
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 ₪. 25לחברת 'ניקולדיאון' הייצור של בובת 'בוב ספוג' עולה  (7
 בובות ליום. ₪200, היא מצליחה למכור  45-אם החברה מוכרת את הבובה ב

 10על כל חצי שקל שהחברה מורידה ממחיר הבובה, היא מצליחה למכור 
 בובות נוספות ליום. 

 מהו הרווח היומי המקסימלי של החברה?

 

 ₪. 800-חברת 'אופיס דיפו' רוכשת מספר מסוים של מוצרים ב (8
 לכל מוצר, 20%מהמוצרים היא מוכרת ברווח של  5

 ₪ לכל מוצר.  2ואת שאר המוצרים היא מוכרת ברווח של 
 ₪. 70שהרווח של החברה, בעסקה כזו, הוא לפחות  וחיהוכ

 

 ₪ לזוג אופניים.  500זוגות אופניים בחיר של  300מוכרת  BMXחברת  (9
 – את מחירם בלבד   –זוגות אופניים נוספים שהיא מוכרת, היא מורידה  xלכל 

 הזוגות הראשונים היא מורידה ₪300 לזוג אופניים, ואילו את מחירם של 2x-ב
 ₪ לזוג אופניים. x-רק ב

 מה מספר זוגות האופניים שעל החברה למכור,
  ה תהיה מקסימלית?על מנת שהכנסת

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ; לא, כי תמיד ניתן לייצר פחות וכך להקטין הוצאות. $93,750ב.   200א.  (1

 דקות.  350-₪ ל 70 (2

 ₪ 1,800ג.  ₪ 60ב.   60א.  (3

4) 40 

 אג'.  75 (5

 ₪.  ₪3,600, ההכנסה המקסימלית:   30מחיר הכרטיס:  (6

7) 4,500  .₪ 

 הוכחה.שאלת  (8

9) 350 

1

פרק 10בעיות מקסימום ומינימום (בעיות ...

160

160



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר וידאו היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני  

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 עם מספרים יסודיות  בעיות קיצון

 שאלות 

 . המספר הראשון שווה למספר השני.24נתונים שלושה מספרים שסכומם  (1
 מהם המספרים, אם ידוע שמכפלתם מקסימלית.   ומצא

 

 ,לו ההופכי המספר  את לו נוסיף שאםי, החיוב המספר אתו  מצא (2
 . מינימלי  יהיה המתקבל הסכום

 
 .. ידוע שמספר אחד זהה לשני36שלושה מספרים שסכומם הוא נתונים  (3

 מה צריכים להיות שלושת המספרים כדי שמכפלתם תהיה מקסימלית?  . א
מהשני במקום  2כיצד תשתנה התוצאה אם מספר אחד יהיה גדול פי  .ב

 שווה לו?

 באיזה מקרה תהיה מכפלה גדולה יותר? . ג

 

4) x ו-y 6  הם שני מספרים המקיימים 60x y+ =. 

 .xבאמצעות   yאת  ועיהב . א

 ,y-ו xמה צריכים להיות המספרים  .ב
 ? תהיה מקסימליתכדי שמכפלת ריבועיהם 

 מהי המכפלה הנ"ל? . ג
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 8,8,8 

2) 1 

 ג. מקרה א'.       16, 12, 8ב.       12, 12, 12א.  (3

10א.  (4
6

x
y = 5x , 30ב.         − y= 22500Mג.      = = 

1
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 בעיות קיצון בפונקציות וגרפים

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 ) 26f x x x= שעל  A. מנקודה −
הפונקציה ברביע הראשון הורידו אנכים לצירי  

 השיעורים כך שנוצר מלבן כמתואר בשרטוט. 
כדי ששטח  Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה  

 המלבן יהיה מקסימלי? 
 

  
)נתונות הפונקציות:  (2 ) 2 12f x x= )-ו + ) 22g x x x= − 

נמצאות בהתאמה על   B- ו Aהנקודות  כמתואר:
)הפונקציות: הגרפים של  )f x ו-  ( )g x,   כך שהקטע

AB מקביל לציר ה-y. 
כדי  Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה   ומצא

  יהיה מינימלי.  ABשאורך הקטע 
  

מתוארים הגרפים של הפונקציות:   שלהלןבאיור  (3
( ) 2 8 18f x x x= − )-ו + ) 2 4g x x x= − +. 

)נמצאת על גרף הפונקציה  Aהנקודה  )f x   והנקודה

B  נמצאת על גרף הפונקציה( )g x,   כך שהקטעAB 

 B-ו  A. מעבירים אנכים מהנקודות y-מקביל לציר ה
 כך שנוצר מלבן )המסומן(.  y-לציר ה

  .t-ב Aשל הנקודה  x-נסמן את שיעור ה

 את שטח המלבן המסומן.  tבאמצעות   ועיהב . א

 עבורו שטח המלבן הוא מקסימלי.  tאת ערכו של    ומצא .ב

 מה יהיה שטח המלבן במקרה זה? . ג
 

) נתונה הפונקציה (4 ) 236f x x= − . 

 .Aעל גרף הפונקציה ברביע הראשון מסמנים נקודה 
 ,x-המקביל לציר ה ,מעבירים ישר Aמהנקודה 

 .Cבנקודה  y-שחותך את ציר ה
היא נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר   Bהנקודה 

 ראשית הצירים. O-ו x- ה

 , Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה   . א
 יהיה מקסימלי?   ABOCהטרפז כדי ששטח  

 מה יהיה שטח הטרפז במקרה זה? .ב

 

 
  

1
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) נתונה הפונקציה (5 ) 2

12

3

x
f x

x

+
=

+
0xבתחום  , . 

  נורידעל גרף הפונקציה וממנה  Aנקודה  נקצה
 , ABCOכך שנוצר המלבן  ,אנכים לצירים

 כמתואר באיור.

 ,Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה   ומצא . א
 עבורם שטח המלבן יהיה מקסימלי.

עבורם , Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה   .ב
 . שטח המלבן יהיה מינימלי בתחום הנ"ל

 

 

)  נתונות הפונקציות (6 ) 2f x x= ו-( ) 31

3
g x x=. 

)שעל  A  את הנקודה )f x חיברו עם הנקודה  

B שנמצאת מתחתיה על ,( )g x ע כך שהקט 

 AB מקביל לציר ה-y. 
כדי  A  מה צריכים להיות שיעורי הנקודה

 יהיה מקסימלי?  ABע שאורך הקט 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )A 4,8 

2) ( )A 0.5,12.25 

3א.  (3 22 12 18S t t t= − 1tב.        + 8Sג.       = = 

)א.  (4 )A 128Sב.       2,32 = 

)א.  (5 )A 2, )ב.         2 )A 0, 4 

6) ( )A 1, 2 
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 בהנדסת המישור קיצון בעיות 

 שאלות 

 אדם מתכנן לבנות מרפסת בביתו  (1
 סביב המרפסת.ורוצה להציב מעקה 

 מ"ר. 24שטח המרפסת המתוכנן הוא 
 ( BCמחיר מעקה בחזית המרפסת ) 

 , ₪ למטר 120הוא 
 ₪ למטר. 40ומחיר מעקה בצדי המרפסת הוא 
 כדי שמחיר המעקה יהיה מינימלי?  ,מה צריכים להיות ממדי המרפסת 

 

 ס"מ.  12סכום אורכי הניצבים הוא  במשולש ישר זווית (2
 מה צריך להיות אורך כל ניצב,

 שטח המשולש יהיה מקסימלי?שכדי 

 

ABC (Bבמשולש ישר זווית  (3 90=  ) 
 , ACנמצאת על היתר  Eהנקודה 

 הוא מלבן.  EDBFכך שהמרובע 
BCס"מ  AB=  ,16ס"מ  20נתון:  =. 

את שטחו של המלבן בעל השטח   ומצא
 הגדול ביותר.

 
 

ABC (Bבמשולש ישר הזווית  (4 90= ) , 
AD  תיכון לניצב הואBC. 

 ס"מ.  20ידוע כי סכום אורכי הניצבים הוא 
 ,צריכים להיות אורכי הניצביםמה   ומצא

 יהיה מינימלי. ADעבורם אורך התיכון 
 

 

 , ס"מ 12-ס"מ ו 8נתון מלבן שאורכי צלעותיו הם  (5
 .כמתואר באיור

 4x-ו xמקצים קטעים באורכים של 
 המקווקווים. שנוצרים המלבנים  כך ,על צלעות המלבן

 עבורו סכום שטחי המלבנים הוא מינימלי.  xאת    ומצא

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 4 6 

6ג.   סמ"ר   18ב.  ס"מ    6- ס"מ ו 6א.  (2 2 8.48  .ס"מ 

Sסמ"ר  80 (3 =. 

 ס"מ.   16ס"מ,  4 (4

5) 2.75x = 

1
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 11 - חקירת פונקציה

תוכן העניינים

1. מושגי יסוד  י (ללא ספר)

2. חקירת פולינום י 166

3. חקירת פונקציה רציונלית י 168

4. חקירת פונקציה מעריכית י 172

5. חקירת פונקציה לוגריתמית י 175

6. חקירת פונקציה עם שורשים י 179

7. חקירת פונקציה לא גזירה - שורש וערך מוחלט י 180
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 שלבי עבודה והערות 

 בשאלות החקירה בפרק זה יש לחקור לפי השלבים הבאים: .1

 תחום הגדרה ורציפות.  •

 נקודות חיתוך עם הצירים. •

 זוגיות. -זוגיות ואי  •

 אסימפטוטות אנכיות, אופקיות ומשופעות.  •

 תחומי עלייה וירידה.  •

 נקודות קיצון.  •

 תחומי קמירות וקעירות.  •

 נקודות פיתול. •

 סקיצה של גרף הפונקציה. שרטוט  •

 

יש האומרים על פונקציה קמורה שהיא קעורה כלפי מעלה ועל פונקציה  .2
 קעורה שהיא קעורה כלפי מטה. אלה מינוחים שמקובלים בדרך כלל בתיכון.

ברוב המוסדות האקדמיים לומדים למצוא אסימפטוטה משופעת, שכוללת   .3
בתוכה גם את האפשרות לאסימפטוטה אופקית. יחד עם זאת, בחלק  

מהמוסדות לומדים רק אסימפטוטה אופקית ולכן בכל חקירה אני מוצא גם 
 רלוונטי עבורכם.האסימפטוטה משופעת וגם אופקית. צפו בפתרון רק בחלק 

ת אציין בשאלה שאין צורך לעבור על כל שלבי החקירה. שימו בחלק מהחקירו .4
 לב לזה.

 . מכאן, שניתן להוריד Graphאני ממליץ על תוכנה חינמית בשם  .5

 בעזרתה תוכלו לשרטט כל פונקציה בקלות ולבדוק את תשובותיכם.

  

1
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 חקירת פולינום

 שאלות 

 באות חקירה מלאה: את הפונקציות ה ורחק

1) ( ) ( )
2

9f x x x= − 2) ( ) 4 32f x x x= − 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . 9-ו x :0-, עם ציר הy :0-. נקודות חיתוך עם ציר הxתחום הגדרה: כל  (1

)נקודות קיצון: מינימום:  ), מקסימום: 9,0( )3,108. 

9תחום עלייה:  3x or x   :3, ירידה 9x . 

6xתחום קמירות:     :6, קעירותx . 

)נקודת פיתול:  )6,54. 

 . 2-ו x :0-, עם ציר הy :0-. נקודות חיתוך עם ציר הxתחום הגדרה: כל  (2

נקודות קיצון: מינימום: 
27

1.5,
16

− 
 
 

. 

1.5xתחום עלייה:    :1.5, ירידהx . 
0תחום קמירות:   1x or x   :0, קעירות 1x . 

)נקודות פיתול:  ) ( )0,0 , 1, 1−. 

 
 גרפים

1)  2)  
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 חקירת פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:  ורחק

1) ( ) 2

1x
f x

x

−
= 2) ( )

( )

2

2

2

1

x
f x

x
=

+
 

3) ( )
3

2 4

x
f x

x
=

−
 4) ( )

( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
 

5) ( )
3

1

1

x
f x

x

+ 
=  

− 
 6) ( )

( )( )

2 1

2 5

x
f x

x x

−
=

− −
 

7) ( )
2

2

4 3

4

x x
f x

x

− +
=

−
 8) ( )

3 2

2 1

x x
f x

x

−
=

−
 

 

 הערות

ממעלה   6בשאלה   .1 משוואה  לפתור  למדת  אם  רק  פיתול,  נקודת  למצוא    יש 
 שלישית. 

בדרך   7בשאלה   .2 משוואות  לפתור  למדת  אם  רק  פיתול,  נקודת  למצוא    יש 
 רפסון.-נומרית. למשל, בשיטת ניוטון

גם    8בשאלה   .3 ולא משופעת. מומלץ למצוא  מצאתי רק אסימפטוטה אופקית 
אסימפטוטה משופעת. פונקציה כמעט זהה יש בסרטון ההסבר על אסימפטוטה  

1yשם אסימפטוטה משופעת   קיבלנו ,משופעת. בכל אופן x= −. 
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 תשובות סופיות 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1  זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xאסימפטוטה אנכית: הישר   0y  , משופעת ואופקית: הישר=  .-ב =

)נקודות קיצון: מקסימום:  . נקודת פיתול: 2,0.25(
2

3,
9

 
 
 

. 

0תחום עלייה:  2x   :2, ירידה 0x or x . 

3xתחום קמירות:     :0, קעירות 3 0x or x  . 

1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2   זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי −
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   = 2y, משופעת ואופקית: הישר  −  .-ב =

)נקודות קיצון: מינימום:  . נקודת פיתול:  0,0(
1 2

,
2 9

 
 
 

. 

1תחום עלייה:  0x or x −   :1, ירידה 0x−  . 

תחום קמירות:  
1

1 1
2

x or x − −    :קעירות ,
1

2
x . 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3  זוגית )סימטרית ביחס לראשית(. -. זוגיות: אי 
 .x :0-, עם ציר הy :0-עם ציר ה  נקודות חיתוך

,2אסימפטוטה אנכית: הישרים   2x x= − y, משופעת: הישר = x= ב - , 
 אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מינימום:  )12, 27− ), מקסימום: − )12, 27. 

12תחום עלייה:  12x or x −   :12, ירידה 2 12x−    . 

)נקודת פיתול:  )0,0. 

2תחום קמירות:   2 0x or x −    :2, קעירות 0 2x or x −  . 

1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4   זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי −
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאנכית: הישר   אסימפטוטה = 2y, משופעת: הישר − x=  ,-ב −
 אופקית: אין, כי הפונקציה רציונלית, שבה מעלת המונה גדולה ממעלת המכנה. 

נקודות קיצון: מקסימום: 
27

3,
4

 
− − 
 

. 

3תחום עלייה:  1x or x −  3, ירידה:  − 1x−   −. 

)נקודת פיתול:  )0,0. 

0xתחום קמירות:     :1, קעירות 1 0x or x − −  . 
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1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (5  זוגית )כללית(. -ולא אי . זוגיות: לא זוגית 
 .−x :1- , עם ציר ה−y :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   1y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =
 נקודות קיצון: אין; הפונקציה יורדת בכל תחום הגדרתה.

)נקודות פיתול:  )
1

3, , 1,0
8

 
− − 
 

. 

1תחום קמירות:   & 3 1x x −   3, קעירות:  − 1 1x or x − −  . 

,2תחום הגדרה ורציפות: לכל  (6 5x x  .זוגיות: כללית . 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
1

10
y =  .x :1- , עם ציר ה−

,2אסימפטוטה אנכית: הישרים   5x x= 1y, משופעת ואופקית: הישר =  . -ב  =

)נקודות קיצון: מקסימום:  )2.78, ), מינימום: −3.88 )0.36, 0.11−. 

2תחום עלייה:  2.78 0.36 2x or x   , 

0.36ירידה:   2.78 5 5x or x or x    .  :נקודת פיתול( )1,0−. 

5תחום קמירות:   1 2x or x −    :1, קעירות 2 5x or x −  . 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (7   .זוגיות: כללית . 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
3

4
y = ,x :1- , עם ציר ה− 3x x= =. 

,2אסימפטוטה אנכית: הישרים   2x x= = 1y, משופעת ואופקית: הישר −  . -ב  =
 נקודות קיצון: אין; כי למשוואה הריבועית שקיבלנו אין פתרון.

 תחום עלייה: הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה.

)נקודת פיתול:  )0.85, 0.09−. 

2תחום קמירות:   0.85 2x or x −    :2, קעירות 2 0.85x or x −  . 

,1תחום הגדרה ורציפות: לכל  (8 1x x  −. 
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אופקית: אין, אנכית: הישר   = −. 

)נקודות קיצון: מקסימום:  )2, 4− ), מינימום: − )0,0. 

1תחום עלייה:  0 1 2x or x or x    1, ירידה:  − 0 2 1x or x−   −   −. 
 נקודת פיתול: אין. 

1תחום קמירות:   1 1x or x −    :1, קעירותx  −. 
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 גרפים

1)  2)  

 
 

3)  4)  

 
 

5)  6)  

  

7)  8)  
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 חקירת פונקציה מעריכית

 שאלות 

 את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:  ורחק

1) ( ) xf x x e= − 

 

2) ( )
1

xf x e= 

 

3) ( )
1

( ) 2 xf x x e= +  

 

4) ( )
22xf x x e−=  
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 תשובות סופיות 

 זוגיות: כללית.   .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 : אין )ראו בהרחבה בסרטון(. x- , עם ציר ה−y :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

yאסימפטוטה אנכית: אין, משופעת: הישר   x= ב-− .בלבד 

)נקודות קיצון: מקסימום:  )0, 0xתחום עלייה:        .−1  :0, ירידהx . 

 .xתחום קמירות: קעורה לכל   נקודת פיתול: אין. 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2 .   .זוגיות: כללית 
 : אין.x-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: -אסימפטוטה אנכית )חד 1y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =
 נקודות קיצון: אין. 

 תחום עלייה וירידה: הפונקציה יורדת בתחום הגדרתה. 

)נקודת פיתול:  )20.5,e−−. 

0תחום קמירות:   0.5 0x or x −    :0.5, תחום קעירותx  −. 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3 .   .זוגיות: כללית 
 .−x :2-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: -אסימפטוטה אנכית )חד 3y, משופעת: הישר  = x=  .-ב +

)נקודות קיצון: מקסימום:  אופקית: אין. )11,e−− :מינימום ,
1

22, 4e
 
 
 

. 

2תחום עלייה:  1x or x  0, ירידה:  − 2 1 0x or x  −  . 

)נקודת פיתול:  )2.50.4,1.6e−−. 

0תחום קמירות:   0.4 0x or x −    :0.4, תחום קעירותx  −. 

 זוגית )סימטרית ביחס לראשית(. -זוגיות: אי  .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0yאסימפטוטה אנכית: אין, משופעת )אופקית(: הישר    .-ב =

נקודות קיצון: מקסימום: 
1

2
1 1

,
2 2

e
− 

 
 

, מינימום: 
1

2
1 1

,
2 2

e
− 

− − 
 

. 

תחום עלייה: 
1 1

2 2
x−    :ירידה ,

1 1

2 2
x or x  −. 

)נקודות פיתול:  ) 1.5 1.53 3 3 3
0,0 , , , ,

4 4 4 4
e e− −

   
− −      
   

. 

תחום קמירות:  
3 3

0
4 4

x or x −    :תחום קעירות ,
3 3

0
4 4

x or x −  . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  
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 חקירת פונקציה לוגריתמית

 שאלות 

 את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:  ורחק

1) ( )
ln x

f x
x

= 

 

2) ( )
ln x

f x
x

= 

 

3) ( )
1

ln
2

f x
x

=
−

 

 

4) ( ) lnf x x x=  

 

5) ( ) 2ln 2 ln 3f x x x= + − 

 

6) ( ) 24ln 4 ln 3f x x x= − − 

 

7) ( ) 2

2

1
ln

ln
f x x

x
= + 

 

 הערה 

יש למצוא נקודת פיתול רק אם למדת לפתור משוואות בדרך נומרית. למשל,   7בשאלה  
 רפסון. -בשיטת ניוטון
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 תשובות סופיות 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-ציר ה נקודות חיתוך עם 

0xאסימפטוטה אנכית: הישר   0y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =

נקודות קיצון: מקסימום: 
1

,e
e

 
 
 

. 

0תחום עלייה:  x e   :ירידה ,x e. 

1.5נקודת פיתול: 

1.5

1.5
,e
e

 
 
 

. 

1.5xתחום קמירות:   e  :1.50, קעירות x e . 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: הישר  -אסימפטוטה אנכית )חד = , 
0yמשופעת ואופקית: הישר    .-ב =

2נקודות קיצון: מקסימום:  2
,e
e

 
 
 

. 

20תחום עלייה:  x e   :2, ירידהx e. 

נקודת פיתול: 
8

3

8

3

8

3,e

e

 
 
 
 
 

תחום קמירות:   .
8

30 x e   :קעירות ,
8

3x e. 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3 .   .זוגיות: כללית 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
1

ln 2
2

y =  .x :1- , עם ציר ה−

2xאסימפטוטה אנכית: הישר    , משופעת: אין. =
 נקודות קיצון: אין. 

 תחום עלייה: עולה בכל תחום הגדרתה. 
 קמורה בכל תחום הגדרתה.  נקודת פיתול: אין. 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, משופעת: אין. 

)נקודות קיצון: מינימום:  )1 1,e e− −−. 

1xתחום עלייה:  e−  :10, ירידה x e− . 
 קמורה בכל תחום הגדרתה.  נקודת פיתול: אין. 
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0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (5 .   .זוגיות: כללית 

x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה  3,x e x e−= =. 

0xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

)נקודות קיצון: מינימום:  )1, 4e− −. 

1xתחום עלייה:  e−  :10, ירידה x e− . 

)נקודת פיתול:  )1, 1xתחום קמירות:   .−3   :0, קעירות 1x . 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (6 .   .זוגיות: כללית 

x :1.5-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה  0.5,x e x e−= =. 

0xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

נקודות קיצון: מינימום: 
1

2 , 4e
 

− 
 

. 

תחום עלייה: 
1

2x e  :ירידה ,
1

20 x e . 

)נקודת פיתול:  )1.5 ,0e.   :0תחום קמירות 1.5x   :1.5, קעירותx . 

,0תחום הגדרה ורציפות: לכל  (7 1x x .   .זוגיות: כללית 
 : אין.x-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

)נקודות קיצון: מינימום:  ) ( )1, 2 , ,2e e−. 

1תחום עלייה:  1x e or e x−    :11, ירידה x e or x e−  . 

)נקודת פיתול:  )5.15,3.06. 

0תחום קמירות:   1 1 5.15x or x     :5.15, קעירותx . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  

  

5)  6)  

  

7)   
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 חקירת פונקציה עם שורשים 

 שאלה 

)את הפונקציה הבאה חקירה מלאה:   ורחק (1 )
2

1

1
f x

x
=

+
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 תשובה 

 .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 : אין.x-, עם ציר הy :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0yאסימפטוטה אנכית: אין, אופקית:  =. 

)נקודות קיצון: מקסימום:  0xתחום עלייה:  .0,1(   :0, ירידהx . 

נקודות פיתול: 
1 1 1 1

, , ,
2 21 1

2 2

   
   
   −
   
   
   

. 

תחום קמירות:  
1 1

2 2
x or x −   :קעירות ,

1 1

2 2
x−  . 

 גרף:
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 שורש וערך מוחלט –חקירת פונקציה לא גזירה 

 שאלות 

 את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:  ורחק

1) ( ) ( )
2 5

3 2 3 31f x x x x x= − = − 

 

2) ( ) ( )
2

3 2 1f x x= − 

 

3) ( ) 3 2 1f x x= − 

 

4) ( )
| 3 |

2

x
f x

x

−
=

−
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 תשובות סופיות 

 . זוגיות: כללית. xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 .1או  x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

נקודות קיצון: מקסימום: 
2

,0.326
5

 
 
 

), מינימום:  )0,0. 

תחום עלייה: 
2

0
5

x   :ירידה ,
2

0
5

x or x . 

)נקודות פיתול:  )0.2,0.41−. 

0.2xתחום קמירות:    0, קעירות:  − 0.2 0x or x −  . 

 .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2
 .1או  -x :1-, עם ציר הy :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מקסימום:  ), מינימום: 0,1( ) ( )1,0 , 1,0−. 

1תחום עלייה:  0 1x or x−     :1, ירידה 0 1x or x −  . 
 נקודות פיתול: אין. 

 .xתחום קמירות: קמורה לכל 

 . זוגיות: זוגית. x תחום הגדרה ורציפות: לכל (3
 .x :1- , עם ציר ה−y :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מינימום:  )0, 1−. 

0תחום עלייה:  1 1x or x    :1, ירידה 1 0x or x − −  . 

)נקודות פיתול:  ) ( )1,0 , 1,0−. 

1תחום קמירות:   1x−    :1, קעירות 1x or x  −. 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4  .זוגיות: כללית . 
 .x :3- , עם ציר ה−y :1.5-נקודות חיתוך עם ציר ה 

2xאסימפטוטה אנכית: הישר   =, 
1yמשופעת ואופקית: הישר   1y-, ו-ב = =  .−-ב −

)נקודות קיצון: מינימום:  )3,0. 

3xתחום עלייה:    :2, ירידה 2 3x or x  . 

)נקודות פיתול:  )3,0. 

2תחום קמירות:   3x   :3, קעירות 2x or x . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 12 - חקירת פונקציה ("שאלות מסביב")

תוכן העניינים

1. חקירת פונקציה - שאלות מסביב י 183

2. הוכחת אי שוויונים י 186
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 שאלות מסביב"" – יהחקירת פונקצ

 שאלות 

) נתונה הפונקציה (1 ) 3 2f x ax x= 1x . ידוע שהנקודה+  נקודת קיצון.  =

  . aאת הקבוע מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (2 ) 3 2f x ax bx= ) . ידוע שהנקודה+  נקודת קיצון. 1,2(

a,את הקבועים מצאו   b . 

 

)נתונה הפונקציה  (3 ) 3 2f x ax x= 1x. ידוע שהנקודה +  נקודת פיתול. =

 .aאת הקבוע מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (4 ) 3 2f x ax bx= ). ידוע שהנקודה +  נקודת פיתול.  1,2(

a,את הקבועים מצאו   b  . 

 

)נתונה הפונקציה  (5 ) 3 2f x ax x=  . שיפוע המשיק לגרף הפונקציה +

3xבנקודה   .33הוא  =
 .aאת  מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (6 ) 3 2f x ax bx= + . 

)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   .12הוא  3,9(

a,את  מצאו   b. 

 

)נתונה הפונקציה  (7 )
3 2

32 6

ax x
f x

x x

+
=

+ +
 . 

4yידוע שהישר   אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  =
 .aאת  מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (8 )
2 4ax bx

f x
x

+ +
= . 

0.5 ידוע שהישר 1y x=  אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  +

 .bואת   aאת  מצאו  
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)נתונה הפונקציה  (9 )
2

2

2 4

6

x x
f x

x ax

+ +
=

+ +
 . 

1x ידוע שהישר  אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  =
 .aאת  מצאו  

 

)גרף הפונקציה מתייחסות ל 10-71שאלות  ) 3 3f x x x= − : 

 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (10 ) 5f x =? 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (11 ) 2f x =? 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (12 ) 0.5f x =? 

)למשוואה  ,k  עבור איזה ערך של (13 )f x k=  ?יש בדיוק פתרון אחד 

)למשוואה  ,kעבור איזה ערך של   (14 )f x k=  ?יש בדיוק שני פתרונות 

)למשוואה  ,kעבור איזה ערך של   (15 )f x k=  ?יש בדיוק שלושה פתרונות 

) עבורו למשוואה ,kהאם קיים ערך של   (16 )f x k=  ?אין פתרון 

 את התחומים בהם הפונקציה היא חח"ע. מצאו   (17

 

  

 

x

y

( ,- )

(- , )
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 תשובות סופיות 

1) 
2

3
a = − 

2) 4 , 6a b= − = 

3) 
1

3
a = − 

4) 1 , 3a b= − = 

5) 1a = 

6) 
2

 , 1
3

a b= = − 

7) 8a = 

8) 
1

 , 1
2

a b= = 

9) 7a = − 

10) 1 

11) 2 

12) 3 

13) 2 , 2k k −  

14) 2k =  

15) 2 2k−   

   לא  (16

17) 1 , 1 1 , 1x x x − −    

1
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 הוכחת אי שוויונים 

 שאלות 

 לגבי התחום הרשום לידם:הבאים,   את אי השוויונים  וחיכהו

1) ( ) 3 4 2 , 8 3 6x x x x−     + 

 

2) ( )0  , 1 1
2

x
x x +  + 

 

3) ( ) ( )0 ,  ln 1x x x +  
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 13 - מינימום ומקסימום מוחלטים לפונקציה

תוכן העניינים

1. מציאת מינימום ומקסימום מוחלטים לפונקציה י 187

2. הוכחת אי שוויונים י 189
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 מציאת מינימום ומקסימום מוחלטים לפונקציה

 שאלות 

 ,את נקודות המינימום המוחלט והמקסימום המוחלט של הפונקציות הבאות  ומצא
 בתחומים הרשומים לידן )אם יש כאלה(: 

1) ( ) ( ) 3 21 3 3 3x f x x x x−   = − + 

 

2) ( ) 2 4 5f x x x= − + + 

 

3) ( ) ( ) ( )2/31 20 20x f x x x−   = − 

 

4) ( )
( )( )

4 2 11 7
:

2 3 12 2

x x
f x

x x x

−  
=   − −   

  

 

5) ( ) ( ) 25 1 1 9x f x x−   = + − 

 

6) ( ) ( )
2

5 1
1

x
x f x

x
−   − =

+
 

 

7) ( ) ( ) 3 9 1x f x x x−    = − + 
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 תשובות סופיות 

1) ( )1, 7− )מינימום מוחלט,   −  מקסימום מוחלט. 3,9(

2) ( )מינימום מוחלט,   −1,0( )מינימום מוחלט,   5,0(  מקסימום מוחלט.   2,3(

3) ( )מינימום מוחלט,   0,0( )מינימום מוחלט,   20,0( )8,  מקסימום מוחלט.   48

4) ( )2.5, )מינימום מוחלט,   −0.25  מקסימום מוחלט.  1,2(

5) ( )מינימום מוחלט,   −3,1(  מקסימום מוחלט.  −5,17(

6) ( )2, 4−  מקסימום מוחלט. אין מינימום מוחלט.   −

 אין מקסימום ואין מינימום מוחלטים. (7
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 הוכחת אי שוויונים 

 שאלות 

 לגבי התחום בסוגריים משמאל:   ,שמימין השוויוניםאת אי  וחיהוכ

1) 3

3

27xx e
e

−  לכל( ,x) 

 

2) ( )0 1xx xe−  ,  

 

3) ( ) 2 11 0 1xx x e −   ,  

 

 הערת סימון:  ( )  ),    ;   ,    ;   ,a b a x b a b a x b a b a x b        . 
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 14 - אינטגרלים מיידיים

תוכן העניינים

1. אינטגרלים מידיים י 190

2. מציאת פונקציה קדומה י 193
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 אינטגרלים מיידיים 

 שאלות

)פתירה על ידי הכלל: 1-12בשאלות  את האינטגרלים  וחשב
1

1

n
n x

x dx c
n

+

= +
+:) 

1) 4dx 2) 4x dx 3) 
2

1
dx

x
 

4) xdx 5) 
1

dx
x x
 6) 104x dx 

7) ( )22 1x x dx− + 8) 3

4

3
2 x dx

x

 
+ 

 
 9) ( )

2
2 1x dx+ 

10) ( )( )2 1 2x x dx+ + 11) 
2 4

2

1 2x x
dx

x

+ +
 12) 

1x
dx

x

+
 

 

 : 20-13בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

))פתירה על ידי הכלל:  )
( )

( )

1

1

n

n ax b
ax b dx c

a n

+
+

+ = +
 +) 

13) ( )
10

4 1x dx+ 14) ( )
10

2 2 1x x dx− + 15) 
( )

5

4

2
dx

x −
 

16) 3 4 10x dx− 17) 
10

2 4
dx

x +
 18) 

( )
4

1

x
dx

x −
 

19) 
1

dx

x x− −
 20) 

1 1

xdx

x + +
  

 

 : 26-21בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

)פתירה על ידי הכלל: 
ln1 ax b

dx c
ax b a

+
= +

+) 

21) 
1

4
dx

x 22) 
21 x x

dx
x

+ +
 23) 

2
1

1 dx
x

 
+ 

 
 

24) 
1

4 1
dx

x − 25) 
3

2

x
dx

x

+

+ 26) 
4 1

2

x
dx

x

+

+ 
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 : 29-27בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

)פתירה על ידי הכלל: 
ax b

ax b e
e dx c

a

+
+ = +) 

27) ( )4x xe e dx−+ 28) ( )
2

1xe dx+

 29) 
3 4

1
4 x

x
e dx

e

 
+ 

 
 

 

:  את האינטגרל וחשב (30
2 32 4 10

5

x x x

x
dx

+ +
 

)פתירה על ידי הכלל: 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +)  

 

 : 33-31בשאלות  האינטגרלים את  וחשב

31) 
2

1

1 4
dx

x+
 32) 

2

1

4
dx

x−
 33) 

2

21

x
dx

x−
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 תשובות סופיות 

1) 4x c+ 2) 
5

5

x
c+ 3) 

1
c

x
− + 

4) 
1.5

1.5

x
c+ 5) 

2
c

x
− + 6) 

114

11

x
c+ 

7) 
3 22

3 2

x x
x c− + + 8) 

3 4

3

1 3

2

x
c

x
− + + 9) 

5 32

5 3

x x
x c+ + + 

10) 
4 3 22

2
4 3 2

x x x
x c+ + + + 11) 

31
2

3

x
x c

x
− + + + 12) 

1.5 0.5

1.5 0.5

x x
c+ + 

13) 
( )

11
4 11

44

x
c

+
+ 14) 

( )
21

1

21

x
c

−
+ 15) 

( )
4

1

2
c

x
− +

−
 

16) ( )
4

3
3

4 10
16

x c− + 17) 10 2 4x c+ +  

18) 
( ) ( )

2 3

1 1

2 1 3 1
c

x x
− − +

− −
 19) ( )( )

3 3
2 2

2
1

3
x x c− − + + 

20) ( )
32

1
3

x x c+ − + 21) 
ln

4

x
c+ 22) 

2

ln
2

x
x x c+ + + 

23) 
1

2lnx x c
x

+ − + 24) 
ln 4 1

4

x
c

−
+ 25) ln 2x x c+ + + 

26) ( )4 1.75ln 2x x c− + + 27) 
4

4

x
xe

e c−− + 28) 
2 2

2

xe
c

+

+ 

29) 

4

3
2

3
8

4

x
x

e
e c

−

− + 30) 
( )

( )

2 16

2005 5

2 16 ln 200
ln ln

5 5

x x

x

c

   
   
   + + +
   
   
   

 

31) ( )
1

arctan 2
2

x c+ 32) arcsin
2

x
c

 
+ 

 
 33) 

1 1
ln

2 1

x
x c

x

 + 
− − + 

− 
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 מציאת פונקציה קדומה

 שאלות 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (1 ) 3' 2 4f x x x= −. 

)ידוע כי הפונקציה עוברת בנקודה  )2,3. 

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (2 ) 3' 5 7f x x= +. 

4xבנקודה שבה   x-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (3 ) ( )
2

5

10
' 1

1
f x x

x
= + −

+
. 

6yבנקודה שבה   y-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = − . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

) :נתונה נגזרת של פונקציה (4 )' 2 6f x x= −. 

 .5ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה נגזרת של פונקציה:  (5 )' 2 1 2f x x x= + − − +. 

שיפוע המשיק לפונקציה, בנקודה שבה  
2

5
3

y  .3, הוא =

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה:   (6 )'' 6 6f x x= +. 

 ,−12שיפוע הפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא 
 . 1וערך הפונקציה בנקודה זו הוא  

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה:   (7 ) 3

8
'' 1f x

x
= +. 

4yהמשיק לפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא הישר   = −. 
 את הפונקציה. מצאו  
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f:נתונה פונקציה  (8 (0)המקיימת   → 0f =, 

לכל   כי בנוסףנתון ו
0x :ממשי 

0

0
0

0

( ) ( )
lim | |
x x

f x f x
x

x x→

−
=

−
. 

 את תחומי הרציפות של הפונקציה. מצאו   . א

שהוא אינו קיים קבעו את הגבול הבא או  וחשב .ב
0

lim ( )
x

f x
→

   

 .x-ה כמה נקודות חיתוך יש לגרף הפונקציה עם צירמצאו  . ג

 נקודות הפיתול של הפונקציה. את כל מצאו   .ד

)תהי  .ה )G x פונקציה קדומה של| |x. 

)את הנגזרת  וחשב )( ) ( ) 'G x f x−. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )
42 3

3
4 2

16
f x x x= − + 

2) ( ) ( )
4

3
3 3

5 7 12
20 20

f x x= + − 

3) ( ) ( ) ( )
4 3

5
1 1 1

12 1 1 18
2 3 6

f x x x= + + − − 

4) ( ) 2 6 14f x x x= − + 

5) ( ) ( ) ( )
3 32 2

2 1 2 3
3 3

f x x x x= + − − + − 

6) ( ) 3 23 9 10f x x x x= + − − 

7) ( ) 21 4
3 2

2
f x x x

x
= + + + 

ב.   .x א. רציפה לכל (8
0

lim ( ) 0
x

f x
→

)  ג. נקודת חיתוך אחת = )0,0. 

) ד. נקודת פיתול אחת  0ה.    .0,0(
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 "הנגזרת כבר בפנים"אינטגרלים בשיטת 

 שאלות 

 הערה: את האינטגרלים בפרק זה ניתן לפתור גם בעזרת שיטת ההצבה.

 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב 

1) 
2

2

1

x
dx

x + 2) cot xdx 3) 
2

3 1

x
dx

x + 

4) tan xdx 5) 
1

ln
dx

x x 6) 
2

1

x

x

e
dx

e

+

+ 

7) 
2

2xe xdx 8) 
tan

2cos

xe
dx

x 9) 
22xe xdx−

 

10) ( )2cos 2 1 4x xdx+  11) ( )cos sin cosx xdx 12) 
( )cos ln x

dx
x 

13) ( )4 3cos 10 1x x dx+ 14) ( )2sin 1x xdx+ 15) 
sin x

dx
x

 

16) 
ln x

dx
x 17) 

2

arctan

1

x
dx

x+ 18) 
( )

2

tan

cos

x
dx

x 

19) 
2

2

1

x
dx

x +
 20) 

cos

2sin

x
dx

x
 21) 22 1x x dx+ 

22) 2 3 4x x dx+ 23) 
ln x

dx
x 24) 

2

arctan

1

x
dx

x+ 
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 תשובות סופיות 

1) 2ln 1x c+ + 2) ln sin x c+ 3) 
31

ln 1
3

x c+ + 

4) ln cos x c− + 5) ln ln x c+ 6) 2 ln 1xe e c+ + 

7) 
2xe c+ 8) tan xe c+ 9) 

22

4

xe
c

−

− + 

10) ( )2sin 2 1x c+ + 11) ( )sin sin x c+ 12) ( )sin ln x c+ 

13) ( )41
sin 10 1

40
x c+ + 14) ( )21

cos 1
2

x c− + + 15) ( )2cos x c− + 

16) ( )
21

ln
2

x c+ 17) ( )
21

arctan
2

x c+ 18) ( )
21

tan
2

x c+ 

19) 22 1x c+ + 20) 2sin x c+ 21) ( )
3

2 2
2

1
3

x c+ + 

22) ( )
3

3 2
2

4
9

x c+ + 23) ( )
3

2
2

ln
3

x c+ 24) ( )
3

2
2

arctan
3

x c+ 
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 אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

 שאלות 

 : 23-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

1) xxe dx 2) 4 lnx xdx 3) sinx xdx 

4) ( )2 2 3 lnx x xdx+ + 5) 2 sin 4x xdx 6) 2 4xx e dx−

 

7) ln xdx 8) 
3

1
ln dx

x
 9) arctan xdx 

10) arcsin xdx 11) 5ln 2x x dx − 12) 
2cos

x
dx

x 

13) 
2

ln x
dx

x
 14) arctanx xdx 15) ( )2 2ln 1x x dx+ 

16) 2ln xdx 17) 

2
ln x

dx
x

 
 
 
 18) cosxe xdx 

19) 2 sin 4xe xdx 20) 21 x dx− 21) 
( )

2
1

xxe
dx

x +
 

22) 2tanx xdx 23) ( )
4

1 2x x dx+  +  

 

nנוסחת נסיגה עבור   ומצא (24 xx e dx  באשרn .טבעי 

4את  וחשב (25 xx e dx. 

 

cosnנוסחת נסיגה עבור   ומצא (26 xdx  באשרn .טבעי 

4cosאת   וחשב (27 xdx. 
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sinnנוסחת נסיגה עבור   ומצא (28 xdx  באשרn .טבעי 

4sinאת  וחשב (29 xdx. 

 

  נוסחת נסיגה עבור ומצא (30
( )2

1

1
n

dx
x+

  באשרn .טבעי 

את  וחשב (31
( )

4
2

1

1
dx

x+
. 

 

cosאת האינטגרלים  וחשב (32 , sinax axe bxdx e bxdx . 
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 תשובות סופיות 

1) x xxe e c− + 

2) 
5 1

ln
5 5

x
x c

 
− + 

 
 

3) cos sinx x x c+ + 

4) 
3 3 2

2 3 ln 3
3 9 2

x x x
x x x x c

 
+ + − + + + 

 
 

5) 
2 1 1

cos4 sin cos4
4 2 4 16

x x
x x x c

 
− + + + 

 
 

6) 
2

4 4 41 1 1

4 2 4 16

x x xx
e xe e c− − − 

− + − − + 
 

 

7) lnx x x c− + 

8) ( )
1

ln
3

x x x c− − + 

9) 21
arctan ln 1

2
x x x c− + + 

10) 2arcsin 1x x x c+ − + 

11) ( )
2 21 1

ln 2 2 4 ln 2
5 2 2 2

x x
x x x x c

  
− − + + − +  

  
 

12) tan ln cosx x x c+ + 

13) 
1 1

ln x c
x x

− − + 

14) ( )
2 1

arctan arctan
2 2

x
x x x c − − + 

15) ( )
3 3

2 2
ln 1 arctan

3 3 3

x x
x x x c

 
+ − − + + 

 
 

16) ( ) ( )
2

ln 2 lnx x x x x c− − + 

17) ( )
1 2

ln ln 1x x c
x x

− − − + 

18) 
( )sin cos

cos
2

x

x
e x x

e x c
+

− + + 

19) 

2 1
cos 4 sin 4

2

5

xe x x

c

 
− + 
  + 

20) 
21 arcsin

2

x x x
c

− +
+ 
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21) 
1

xe
c

x
+

+
 

22) ( )
2

tan ln cos
2

x
x x x x c− + + + 

23) ( )( ) ( )
9 11

2 2
2 4

1 2 2
9 99

x x x c+ + − + + 

24) 1n x n xx e n x e dx−−  

25) ( )4 3 24 12 24 24xe x x x x c− + − + + 

26) ( ) ( ) 1 21
cos sin ( 1) cos

n n
x x n x dx

n

− −
+ −  

27) ( )( )31
cos sin 3 5 cos sin

4
x x x x x c+  + + 

28) ( ) ( ) ( )( )1 21
sin cos 1 sin

n n
x x n x dx

n

− −
− + −  

29) ( )( )31
sin cos 3 5 sin cos

4
x x x x x c− +  − + 

30) 

( ) ( )
( )

2 2

1
2 1

2 1 1
n n

x dx
n

n x x

 
 + −
 + +
 

 

31) 

( ) ( )
3 2 22 2

1 1 1
arctan

6 4 2 11 1

x x x
x

xx x

  
   

+ + +   
+ + +    

 

32) 
2 2 2 2

sin cos sin cos
cos , sinax ax ax axb bx a bx a bx b bx

e bxdx e e bxdx e
a b a b

+ −
= =

+ +  
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 שיטת ההצבהים באינטגרל

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2
2

2

1

x
dx

x +
 2) 3 54x x dx+  3) 

3

2

2

1

x
dx

x +
 

4) 
2 1

x

x

e
dx

e + 5) 
4

1

ln
dx

x x 6) 
2

1

1 ln
dx

x x−
 

7) 
2 3xe x dx 8) 

3 xe dx 9) 
( )

1

1
dx

x x+
 

10) ( )3 22 cos 1x x dx+ 11) ( )
14

3 23 1x x dx− 12) 
( )2cos ln x

dx
x 

13) 
2

1
1 dx

x
+ 14) 3ln xdx 15) 

3

8 2

x dx

x + 

16) 
4ln x

dx
x 17) 

2

2

arctan

1

x
dx

x+ 18) 
( )ln ln ln

dx

x x x  

19) arctan xdx 20) 
( )

7

2
41

x
dx

x−
 21) 

21 x

dx

e+
 

22) ( )cos ln x dx 23) 
( )3

1

1
dx

x x+
 24) 35 3 1x x dx+ 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

1

1
c

x
− +

+
 

2) 
( )

( )
5

3
3

3
42 4

4
3 5 3

x
x c

 
+ 

− + + 
 
 

 

3) 

3
2

21
2 1

3

x
x c

 
+

 − + +
 
 

 

4) ( )arctan xe c+ 

5) 
( )

3

1

3 ln
c

x
− + 

6) ( )arcsin ln x c+ 

7) ( )
2 221

2

x xx e e c− + 

8) ( )3 2
3 33 2 2xe x x c− + + 

9) 

2
1 1 1

ln
2 2 4

x x c
   

+ + + − +   
   

 

10) ( ) ( )2 2 2sin 1 cos 1x x x c+ + + + 

11) 
( ) ( )

16 15
2 23 1 3 11

18 16 15

x x
c

 − −
 + +
 
 

 

12) ( )
1 1

ln sin 2ln
2 2

x x c
 

+ + 
 

 

13) 
2

2

2

1 1 1
1 ln

2 1 1

x
x c

x

+ −
+ + +

+ +
 

14) ( )3 2ln 3ln 6ln 6x x x x c− + − + 

15) 
41

arctan
4 2 2

x
c

 
+ 

 
 

16) 
( )

5
ln

5

x
c+ 

17) 
( )

3
arctan

3

x
c+ 

1

פרק 17אינטגרלים בשיטת ההצבה

202

202



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

18) ( )ln ln ln x c+ 

19) arctan arctanx x x x c− + + 

20) 4

4

1 1
ln 1

4 1
x c

x

 
− − − − + 

− 
 

21) 
2

2

1 1 1
ln

2 1 1

x

x

e
c

e

+ −
+

+ +
 

22) ( ) ( )( )cos ln sin ln
2

x
x x c+ + 

23) ( )6 66 arctanx x c− + 

24) 
( ) ( )

7 4
3 33 31 1

7 4

x x
c

+ +
− + 

 

1
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 18 - אינטגרלים של פונקציות רציונליות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים של פונקציה רציונלית י 204

2. חילוק פולינומים ואינטגרלים של פונקציה רציונלית י 206

3. אינטגרלים שמשלבים הצבה ופונקציה רציונלית י 207
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 אינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2

1

4

x
dx

x

+

−
 2) 

( )
4

2

2 5

2 1

x
dx

x x

+

− +
 

3) 
2 4

dx

x − 4) 
2

2

5

x
dx

x x

−

+ 

5) 
2 5 6

x
dx

x x+ + 6) 
2

3

1x x
dx

x x

+ −

− 

7) 
2

3

6 4 6

7 6

x x
dx

x x

+ −

− − 8) 
4 2

10

13 36

x
dx

x x− + 

9) 
( ) ( )

2

8

2 2

x
dx

x x− +
 10) 

3 2

5 x
dx

x x

−

+ 

11) 
3 2

9 36

6 9

x
dx

x x x

+

+ + 12) 
( )( )2 22 1 4 4

dx

x x x x− + − +
 

13) 
2

1

2 3
dx

x x+ + 14) 
2

1

1
dx

x x+ + 

15) 
( )( )

2

2

2 1

1 3

x x
dx

x x

+ −

+ −
 16) 

( )( )

2

2

2 2 1

1 2

x x
dx

x x

+ +

+ +
 

17) 
( )( )2 2

3

1 4
dx

x x+ +
 18) 

( )
2

2

1

1
dx

x x +
 

19) 
( )( )

2

2
2

25

1 4

x
dx

x x− +
  
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 תשובות סופיות 

1) 
5

ln 4
4

x c
x

− − +
−

 

2) 
( ) ( )

6 7

1 1

3 6 1
c

x x
− − +

− −
 

3) 
1 2

ln
4 2

x
c

x

−
+

+
 

4) 
2 7

ln 5
5 5

x x c− + + 

5) 3ln 3 2ln 2x x c+ − + + 

6) 
1 1

ln 1 ln 1
2 2

x x x c+ − − + + 

7) ln 1 2 ln 2 3ln 3x x x c+ + + + − + 

8) ln 3 ln 3 ln 2 ln 2x x x x c+ + − − + − − + 

9) 
4

ln 2 ln 2
2

x x c
x

− − − + +
−

 

10) 
1 5

6ln
x

c
x x

+
− + 

11) 
3

4ln
3 3

x
c

x x
+ +

+ +
 

12) 
1 1 1

2ln
2 1 2

x
c

x x x

−
− − +

− − −
 

13) 
1 1

arctan
2 2

x
c

+ 
+ 

 
 

14) 
1 0.5

arctan
3 3

4 4

x
c

 
+ 

+
 
 
 

 

15) arctan 2 ln 3x x c+ − + 

16) ( )21
ln 1 ln 2

2
x x c+ + + + 

17) 
1

arctan arctan
2 2

x
x c

 
− + 

 
 

18) ( )
( )

2

2

1 1
ln ln 1

2 2 1
x x c

x
− + + +

+
 

19) 
1 1

arctan sin arctan
16 2 2 2

x x
c

     
+ +     

     
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 חילוק פולינומים ואינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
3 23 5 4 2

1

x x x
dx

x

− + −

− 

 

2) 
4 3 22 10 8

4

x x x x
dx

x

+ − −

+ 

 

3) 
3 212 11 6 1

4 1

x x x
dx

x

− + −

− 

 

4) 
( )

4 3 2

2

2

1

x x x x
dx

x

− + +

−
 

 

5) 
4 2

2

4 1

4

x x x
dx

x

− + +

− 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
3 2 2x x x c− + + 

2) 
4 3

22

4 3

x x
x c− − + 

3) 
3 2x x x c− + + 

4) 
3 1

ln 1
3 1

x
x c

x
+ − − +

−
 

5) 
3 3 1

ln 2 ln 2
3 4 4

x
x x c+ − + + + 
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 אינטגרלים שמשלבים הצבה ופונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
3

dx

x x−
 

 

2) 
3

dx

x x+
 

 

3) 
4

1

1 1
dx

x+ −
 

 

4) 
3 2

1

x
dx

x + 

 

5) 
1

1 x
dx

e+
 

 

6) 1 xe dx+ 

 

7) 
2

1

1
dx

x x−
 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

31.5ln 1 x c− − + 

2) 
( ) ( )

( )
3

6 6

6 6
1 3 1

6 3 1 ln 1
3 2

x x
x x c

 + +
 

− + + − + +
 
 
 

 

3) 
( ) ( )

( )
2 2

4 4

4 4
1 1 3 1 1

4 3 1 1 ln 1 1
3 2

x x
x x c

 + − + −
 

− + + − − + − +
 
 
 

 

4) ( )( )
32

3 3 33 1 2 1
ln 1 ln 0.5 0.75 3 arctan

2 2 3

x
x x x c

 −
+ + − − + − +  

 
 

5) ln 1 xe x c− + + + 

6) 
1 1

2 1 ln
1 1

x
x

x

e
e c

e

+ −
+ + +

+ +
 

7) 
21 1

ln
x

c
x

− −
+ 

 

 

 

 

 

 

 נוסחאות 

( )
3 3 2 2 33 3a b a a b ab b− = − + −  

1
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 19 - אינטגרלים טריגונומטריים והצבות טריגונומטריות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים טריגונומטריים - מבוא  י (ללא ספר)

2. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי זהויות י 209

3. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי הצבות פשוטות י 211

4. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי הצבה כללית י 212

5. הצבות טריגונומטריות שמטרתן להיפטר משורשים י 213

6. חישוב שטחים בין פונקציות טריגונומטריות י 216
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 פתרון על ידי זהויות –אינטגרלים טריגונומטריים 

 כי:  ורזכ

2

1
cos sin cos( ) sin( )

1
sin cos sin( ) cos( )

1
tan ln | cos | tan( ) ln | cos( ) |

1
cot ln | sin | cot( ) ln | sin( ) |

1 1
tan

cos cos

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

dx x c
x

= + + = + +

= − + + = − + +

= − + + = − + +

= + + = + +

= +

 

 

 

 

 2

2 2

1
tan( )

( )

1 1 1
cot cot( )

sin sin ( )

dx ax b c
ax b a

dx x c dx ax b c
x ax b a

= + +
+

= − + = − + +
+



 

  

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) sin 2 4cos
3

x
x dx

 
− 

 
 2) 

2cos 4

dx

x 

3) 
2sin 10

dx

x 4) ( )2 2cos sinx x dx− 

5) ( )4 4cos sinx x dx− 6) ( )
2

sin cosx x dx+ 

7) sin cos cos 2x x xdx 8) 2tan xdx 

9) 
( )

2
sin cos

dx

x x
 10) sin 7 cos5x xdx 

11) ( )cos cos 2 sin sin 2x x x x dx+ 12) ( )4 4sin cosx x dx+ 

13) 2cos xdx 14) 2sin 4xdx 

15) 3cos xdx 16) 3sin 4xdx 

17) 4cos xdx 18) 4sin 4xdx 

19) 
1 cos 2

1 cos 2

x
dx

x

+

−
 20) 

sin 5 sin

sin 4 sin 2

x x
dx

x x

−

− 

21) 
sin 2 cos 2 1

sin 2 cos 2 1

x x
dx

x x

− +

+ + 22) 
3sin

1 cos

x
dx

x−
 

23) 
3

2

2

1 cos

cos
x

x
dx

+
 24) 2 4sin cosx xdx 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

cos 2 12sin
2 3

x
x c− − + 2) 

1
tan 4

4
x c+ 

3) 10cot10x c− + 4) 
1

sin 2
2

x c+ 

5) 
1

sin 2
2

x c+ 6) 
1

cos 2
2

x x c− + 

7) 
1

cos 4
16

x c− + 8) tan x x c− + 

9) tan cotx x c− + 10) 
1 1 1

cos12 cos 2
2 12 2

x x c
 
− − + 
 

 

11) sin x c+ 12) 
3 1

sin 4
4 16

x x c+ + 

13) 
sin 2

2 4

x x
c+ + 14) 

sin 8

2 16

x x
c− + 

15) 
3 1

sin sin 3
4 12

x x c+ + 16) 
3 1

cos 4 cos12
16 48

x x c− + + 

17) 
3 1 1

sin 2 sin 4
8 4 32

x x x c+ + + 18) 
3 1 1

sin 8 sin16
8 16 128

x x x c− + + 

19) cot x x c− − + 20) 2sin x c+ 

21) ln cos x c+ 22) 
1

cos cos 2
4

x x c− − + 

23) 
1

3 sin 2 2sin
2

x x x c+ − +  

24) 
1 1 1 1 1

sin 2 sin 4 sin 6
8 2 8 8 24

x x x x c
 

+ − − + 
 
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 פתרון על ידי הצבות פשוטות  –אינטגרלים טריגונומטריים  

 כי:  ורזכ

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )n

sin

cos
s

co
sin

arcsin

cos

arc

s

si
co

x t
f f

x t

x t
f f

x t

x
x

xdx dt

xdx dtt
t

=
 = =

=

=
 = =

=
−

 

 

 

 

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) ( )2sin sin 2 cosx x xdx+ + 2) ( )3cos cos 2 sinx x xdx+ − 

3) 3cos xdx 4) 3sin 2xdx 

5) 4 5sin cosx xdx 6) 5 4sin cosx xdx 

7) 5cos xdx 8) 5tan xdx 

9) 
1

cos
dx

x 10) 
sin

dx

x 

11) cossin 2 xx e dx 12) 
2sin

cos 2 4cos 7

x
dx

x x+ + 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
3 2sin sin

2sin
3 2

x x
x c+ + + 2) 

4 2cos cos
2cos

4 2

x x
x c

−
− + + 

3) 
3sin

sin
3

x
x c− + 4) 

31 cos 2
cos 2

2 3

x
x c

 
− − + 

 
 

5) 7 91 2 1
sin 5 sin sin

5 7 9
x x x c− + + 6) 5 7 91 2 1

cos cos cos
5 7 9

x x x c− + − + 

7) 
5

32 sin
sin sin

3 5

x
x x c− + + 8) 

4 2

1 1
ln cos

4cos cos
x c

x x
+ − + 

9) 
1 1 sin

ln
2 1 sin

x
c

x

+
+

−
 10) 

1 cos 1
ln

2 cos 1

x
c

x

−
+

+
 

11) ( )cos2 cos 1xe x c− − + 12) 
1 cos 1

arctan
2 2

x
c

+ 
− + 

 
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 פתרון על ידי הצבה כללית  –אינטגרלים טריגונומטריים 

) כי:  ורזכ )
( )

2

22 2

2t

r

1
c

an
, ,2

n

s

2

in

a

o
1

s
1

2

1
cta

x
t

f
t

f
tt

dx dt

x

x
t t

t

x
=  

= =
+


−


+ +

=
  

 

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) 
1 sin

dx

x+
 

 

2) 
1 sin cos

dx

x x+ + 

 

3) 
cos

2 cos

x
dx

x− 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2

tan 1
2

c
x

− +
 

+ 
 

 

2) ln 1 tan
2

x
c

 
+ + 

 
 

3) 
( )

1 1
3 3

tan / 22
2 arctan

3

x
x c

  
− + +    

  
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 הצבות טריגונומטריות שמטרתן להיפטר משורשים

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

2

2

2

2

2 2

co

a

sin

( arcsin )

tan

( rctan )

cos

( arcco

n

cos

cos

s

s

cos

n

)

si

cos
ta

x
a

x
a

a
x

x a t
f

t

dx a tdt

a
dx dt

t

t

t

a t

a x a

a
a x

x t

f
t

x a t

adx d

t

t
t

f f
t

a
x

af f 

−

+

=
= = 

=

=    
= =    

=    

=

− 

= = 
 =

−

 

 

 

 

 

 שאלות 

 : יםהבאאת האינטגרלים  וחשב

1) 
2 24

dx

x x−
 

 

2) 
2

1

4
dx

x +
 

 

3) 24 1x dx− 

 פונקציות רציונליות". הערה: כדי לפתור את השאלה צריך לדעת "אינטגרלים של 

 

4) 
2 2 1

dx

x x −
 

 

5) 
2

24

x
dx

x−
 

 

6) 2 2 3x x dx+ − 
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7) 26x x dx− − 

 

8) 
( )

2
24

dx

x+
 

 

9) 
( )

3/2
2 2 5

dx

x x+ +
 

 

10) 2 1x dx+ 

 

11) 
2

1

1
dx

x −
 
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 תשובות סופיות 

1)  
1

cot arcsin
4 2

x
c

 
− + 

 
 

2) 

1 sin arctan
21

ln
2

1 sin arctan
2

x

c
x

  
+   

   +
  

−   
  

 

3) 
2 2

2 2

1 4 1 4 1
ln 1 1 ln 1 1

8 4 4
1 1 1 1

c
x x

x x

 
 
 − − + − + − − +
 

− − + − 
 

 

4) 
1

sin arccos c
x

  
+  

  
 

5) 
1

2 arcsin sin 2 arcsin
2 2 2

x x
c

     
− +     

     
 

6) 
( )

( )
( )

( )

2 2

2 2

4 1 4 1
ln 1 1 ln 1 1

4 41 1
1 1 1 1

1 1

c
x x

x x

− − + − + − − +
+ +

− − + −
+ +

 

7) 
9 3 1 3

arcsin sin 2arcsin
2 3 2 3

x x
c

 + +  
+ +  

  
 

8) 
1 1

arctan sin 2arctan
16 2 2 2

x x
c

    
+ +    

    
 

9) 
1 1

sin arctan
4 2

x
c

 +  
+  

  
 

10) 2 21 1
ln 1 1

2 2
x x x x

 
+ + + + 

 
 

11) 2ln 1x x c+ − + 
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 חישוב שטחים בין פונקציות טריגונומטריות 

 שאלות 

) נתונה הפונקציה (1 ) 2sinf x x x= + . 

 בתחום שבין ראשית הצירים לנקודת המקסימום הראשונה
 . 1מימינה העבירו לפונקציה משיק ששיפועו 

 . את משוואת המשיקמצאו   . א

 בין הפונקציה, את גודל השטח הכלוא חשבו   .ב
 .ברביע הראשון והשני, x-המשיק וציר ה

 

)מתואר גרף הפונקציה  הלןבאיור של (2 )
sin 2 1

2

x
f x

+
=, 

0.25 בתחום 1.75x −  . 
 , הפונקציה דרך נקודת המקסימום של ABמשיק  נעביר

 החיתוך הראשונה מנקודת x-אנך לציר ה נעלהו
 ,בתחום הנתון x-של גרף הפונקציה עם ציר ה

 .  ABCOכך שנוצר המלבן  ,C-המסומנת ב 

 )מקווקו(.  1S-יסומן ב ח הכלוא בין גרף הפונקציה והציריםהשט

 .2S-יסומן ב y-המלבן, גרף הפונקציה וציר ההשטח הכלוא בין צלעות 

 של המלבן.  ABאת משוואת הצלע מצאו   . א

1את היחס חשבו  .ב

2

S

S
. 

 

siny נתונה הפונקציה הלןבאיור של (3 x x= 0 בתחום ,+ 2x  . 

 . ו זאתחיהוכ בתחום הנתון? האם יש לפונקציה נקודות קיצון פנימיות . א

2x בנקודה שבה x-אנך מגרף הפונקציה לציר ה נוריד .ב =, 
 מהנקודה שמאפסת את הנגזרת.  x-ישר המקביל לציר ה נעבירו

 ,רטוטשהמסומנים ב כי השטחים והרא
1S ו-

2S, .שווים 
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 ות מתוארים הגרפים של הפונקצי הלןבאיור של (4

( ) 2cosf x x= ו-( ) 2sin cosg x x x= 0בתחום  ,+ x  . 

 את נקודות החיתוך של הגרפים בתחום הנתון. מצאו   . א

 את השטח הכלוא בין שני הגרפים.חשבו  .ב

2 בזהות והשתמש 2cos 2 cos sin  = −. 

 

)הנגזרת של פונקציה   (5 )f x היא ( )' cos 2 sinf x x x= − −. 

 המקיימות  של הנקודות x-את שיעורי המצאו   . א

( )' 0f x 0בתחום  ,= 2x  . 

)ידוע כי הנקודה המקיימת   )' 0f x  ,אשר אינה קיצון, =

 .x-נמצאת על ציר ה

)את הפונקציה  מצאו   .ב )f x. 

 מתואר גרף הפונקציה בתחום הנתון.  הלןבאיור של . ג
 את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה והצירים.חשבו 

 

2 נתונה הפונקציה (6 cos 2 sin 2cosy x x x x x= − + + . 

'2כי נגזרת הפונקציה היא  וחיהוכ . א siny x x=. 

) נתונה הפונקציה הלןבאיור של ) 2 sinf x x x= , 

xבתחום  −  . 

 כי גרף הפונקציה עובר בראשית הצירים.     הראו  .ב

 . בתחום הנתון x- את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה וציר החשבו  . ג

 

) נתונה הפונקציה (7 ) cos sinf x a x b x= a,כאשר  , + b .פרמטרים 

בנקודה שבה   x-הפונקציה חותכת את ציר ה
4

x


=, 

,0והיא חיובית בתחום 
4

 
 
 

. 

,0גודל השטח הכלוא מתחת לפונקציה בתחום 
4

 
 
 

2הוא   2 2−. 

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  
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 תשובות סופיות 

2yא.  (1 x=  יח"ש. ב.      +

1yא.  (1 1ב.     =

2

3 2
1.538

3 2

S

S





+
= =

−
 

)א. אין נקודת קיצון, הנקודה   (2 ),    .היא נקודת פיתול 

20.5ב.   2 2.934S = − = 

) א. (3 )
2 1

0,1  , ,
3 4

 
 
 

ב.      
3

1.5 1.299
2

S = = 

א.  (4
7 11

 ,  , 
2 6 6

x
  

)ב.     = )
1

sin 2 cos
2

f x x x= − ג.       +
1

2
 יח"ש. 

) ג.  .הוכחהשאלת ב.  .הוכחהשאלת א.  (5 )22 4 11.74S = − . 

6) 2 , 2b a= − = 
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 זהויות בטריגו – נספח 

2 2

2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

sin cos 1

sin
tan

cos

cos
cot

sin

sin 2 2sin cos

cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1

1
1 tan

cos

1
1 cot

sin

1
sin (1 cos 2 )

2

1
cos (1 cos 2 )

2

1
sin cos sin( ) sin(

2
a

 











  

    







 

 

   

+ =


=


 =


=


= − = − = −


+ =


 + =



= −


 = +


= + +( )

( )

( )

)

1
sin sin cos( ) cos( )

2

1
cos cos cos( ) cos( )

2

a

a



    

    


−




= − − +



= + + −

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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 20 - האינטגרל המסוים, אינטגרביליות לפי רימן ולפי דארבו

תוכן העניינים

1. האינטגרל המסוים, הנוסחה היסודית של החדו"א י 220

2. מונוטוניות האינטגרל, אי שוויונות אינטגרליים י 226

3. האינטגרל המסוים לפי ההגדרה, אינטגרביליות י 229

4. משפטי האינטגרביליות י 232

5. אינטגרביליות לפי דארבו י 233
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 האינטגרל המסוים, הנוסחה היסודית של החדו"א

 שאלות

 : 9-1בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

1) ( )
4

2

1

4 1x x dx− + 

 

2) 
2

2

1

4 1

2 5

x
dx

x x

+

+ + 

 

3) 
1

0

xxe dx−

 

 

4) 
4

1

ln
e

x
dx

x 

 

5) 
4

2

1

1

4 5
dx

x x+ + 

 

6) 2

0

cos 10xdx



 

 

7) ( )
4

0

f x dx  כאשר ,( )
2

0 1

1
1

x x

f x
x

x

  


= 




. 

 

8) 
4

1

4 1x dx
−

+ − 

 

9)  
2

2

0

max ,x x dx 
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 כי:  וח יהוכ  (10

) .א ) ( )

b b

a a

f x dx f a b x dx= + −  

 .ב
1 1

0 0

(1 ) (1 )m n n mx x dx x x dx− = −  

 

 :fשלכל פונקציה רציפה   וח יהוכ  (11

 .א
/2 /2

0 0

(sin ) (cos )f x dx f x dx

 

=  

 .ב
0 0

(sin ) (sin )
2

x f x dx f x dx

 


=  

 

,1]:תהי   (12 )f  מוגדרת על ידי   →
1

ln
( )

1

x
t

f x dt
t

=
+

. 

)את המשוואה    ופתר )
1

2f x f
x

 
+ = 

 
. 

 

  הערך שלללא חישוב האינטגרלים, חשבו את  (13
1/

2 2

1 1

1 1

1 1

x x

dt dt
t t

+
+ + . 

 

  חשבו: (14
/2 4

4 4
0

sin

sin cos

x
dx

x x



+
. 

 

חשבו:   (15
2

0

sin

1 cos

x x
dx

x



+
. 

 

 :וח יהוכ   .fנתונה פונקציה רציפה   (16

)אזי   ,זוגית fאם  .א ) ( )
0

2

a a

a

f x dx f x dx
−

= . 

)אזי   ,זוגית-אי  fאם  .ב ) 0

a

a

f x dx
−

=. 
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 : 18-17בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

17) ( )
1

3 5

1

cosx x xdx
−

+ 

 

18) 
4

2

4

sin 1

1

x
dx

x
−

+

+ 

 

)נתון כי   (19 )f x זוגית לכל  -פונקציה רציפה ואיx,   ונתון כי
1

| ( ) |
2

f x . 

חשבו את האינטגרל  

1

2

1

2

1 ( )
ln

1 ( )

f x
dx

f x
−

 −
 
+ 

. 

 

 ים הבאים: חשבו את ערך האינטגרל  (20

 .א
/2

0

(sin )

(sin ) (cos )

f x
dx

f x f x



+ 

 .ב
/2

0

(cos )

(sin ) (cos )

f x
dx

f x f x



+ 

) .ג )
/2

0

1

1 tann
n dx

x




+ 

 

 )אזהרה לגבי שיטת ההצבה(  (21

את האינטגרל   וחשב .א
1

2

1

1

1
dx

x
−

+,   בעזרת ההצבה
1

t
x

=. 

את האינטגרל   וחשב .ב
1

2

1

1

1
dx

x
−

+  .ישירות 

 את הסתירה.   ו ריתשובות שונות. הסב   נוב' קיבל -בסעיפים א' ו  .ג

 

כי    וח יהוכ  (22
/2

2 2

0 0

1 1
2

1 cos 1 cos
dx dx

x x

 

=
+ + . 

 

 הבאים: ענו על הסעיפים  (23

tant  בעזרת ההצבה  .א x= את האינטגרל וחשב  
2

1

1 cos
dx

x+
. 

את ערך האינטגרל  וחשב .ב
2

0

1

1 cos
dx

x



+
. 
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את ערך האינטגרל  ושבח (24
2

0
1 cos

x
dx

x



+
. 

 

)תהי   (25 )f x   פונקציה גזירה פעמיים בקטע[ , ]a b. 

xנניח כי הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   a=   יוצר זווית
3


עם הכיוון   

xוהישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   xהחיובי של ציר   b=   יוצר זווית
4


 

 .xעם הכיוון החיובי של ציר 

את ערך האינטגרל  וחשב
' '(ln )

b

a

e

e

f x
dx

x. 

 

 :וח יהוכ  (26
 fהמחזור של   Tפונקציה רציפה ומחזורית על כל הישר ואם   fאם 

מתקיים   aאז לכל מספר ממשי  
0

( ) ( )

a T T

a

f x dx f x dx

+

= . 

 

 ות הבאות: את הטענ  יכואו הפר וח יהוכ  (27

- פונקציות רציפות ב g- ו fאם  .א ,a b  ואם ,( ) 0

b

a

f t dt =   וגם

( ) 0

b

a

g t dt =,   אז( ) ( ) 0

b

a

f t g t dt = . 

 , זוגית ואינטגרבילית בכל קטע fאם  .ב

אז הפונקציה  
0

( ) ( )

x

g x f t dt=   זוגית. -אי 
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 תשובות סופיות 

1) 6− 

2) 
15

ln
8

 
 
 

 

3) 
12 1e−− + 

4) 
1

5
 

5) arctan6 arctan3− 

6) 
2


 

7) 
17

12
 

8) ( )1.5 1.52
16 6 7

3
− + + 

9) 
17

6
 

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

12) 
2x e= 

13) 0 

14) 
4


 

15) 
2

4


 

 הוכחה. שאלת  (16

17) 0 

18) 2arctan 4 

19) 0 

א, ב, ג.   (20
4


 

ב.   0א.  (21
2


 ג. ראו בסרטון.   

 שאלת הוכחה.  (22

א.  (23
1 tan

arctan
2 2

x
c

 
+ 

 
ב.  

2


 

24) 
2

2 2


 

25) 1 3− 
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 שאלת הוכחה.  (26

 שאלת הוכחה.  (27

1
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 מונוטוניות האינטגרל, אי שוויונות אינטגרליים

 שאלות 

]:תהי  (1 , ]f a b  , פונקציה אינטגרבילית →

)ונניח כי   )m f x M   לכלx  בקטע[ , ]a b. 

)כי   וחיהוכ ) ( ) ( )

b

a

m b a f x dx M b a−   −. 

 

 : 10-2השוויונים בשאלות  -הוכיחו את אי

2) 
3

4

1

2
4

41 1

dx

x
−

 
+ 

 

3) 
2

2

4

6 1 6 17x dx
−

 +  

 

4) 
2

2

4

0

2 2xe dx e  

 

5) 
10

10

0

1
1

2 10

xe
e dx

x

−
−  

+ 

 

6) 
4

3 3 3
3

1 1

ln 4 ln ln 3

dx

x
  

 

7) 
/2

2

0
14 3 4sin 6

dx
dx

x


 
 

+ 

 

8) 
1

3

1

2 2

9 8 7

dx

x
−

 
+ 

 

9) 
( )1

0

ln 11 1
sin

2 1 2

x
x dx

x

+ 
−    

+ 
 
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10) 2

0

sin
arctan

4 6

x
x dx

x

  
 

+ 
 

 

]:תהי  (11 , ]f a b  פונקציה אינטגרבילית.  →

|שטוען כי גם  ,בהסתמך על המשפט |f אינטגרבילית בקטע , 

)כי  הוכיחו  ) ( )

b b

a a

f x dx f x dx . 

 

f[0,1]:תהי  (12 פונקציה רציפה המקיימת   →
0

( ) ( )
x

f x f t dt   [0,1]לכלx. 

)כי  הוכיחו  ) 0f x  .x[0,1]לכל  =

 

,0]:תהי  (13 ]f a )-כך ש ,→ ) 0f x   0]לכל, ]x a.  

כי  הוכיחו 
20

( ) ( )
a

af x dx af. 

 תנו משמעות גיאומטרית לתוצאה שהתקבלה. 

 

-פונקציה רציפה ב gתהי  (14 ,a b  המקיימת ,( ) 0

b

a

g t dt =. 

)בקטע  x כי לכלהוכיחו  ),a b מתקיים ,( ) 0g x =. 

 

פונקציה אינטגרבילית בקטע  fתהי  (15 ,a b  המקיימת ,( ) 1

b

a

f x dx . 

שקיים הוכיחו 
0x  בקטע ,a b  עבורו ,( )0

1
f x

b a


−
. 

 

 פונקציה מונוטונית עולה ואינטגרבילית  fמספר טבעי, ותהי   nיהי  (16

בקטע   1, n. 

)כי  הוכיחו   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2 3

n

f f f n f x dx f f f n+ + + −   + + +. 

 

חשבו את הגבול  (17
1

1
lim ln

n

n
k

k
n→

=

. 
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רציפה בקטע   fשאם הפונקציה הוכיחו  (18 ,a b  גזירה בקטע ,( ),a b 

)גם ו )'f x M  לכלx  בקטע זה, וכן( ) 0f a ), אז  = )
( )

2

2

b

a

M b a
f x dx

−
 . 

 

,יהיו  (19 :[ , ]f g a b  פונקציות אינטגרביליות.  →

 שלילית. -אי g-עולה ו fנניח כי  

]שקיים הוכיחו  , ]c a b, כך ש-( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

c

b

a

c

a
f x g x dx f b g x dx f a g x dx= +  . 

 
 

 

 www.GooL.co.ilאתר  בסרטוני וידאו היכנסו ללתשובות מלאות 

1

פרק 20האינטגרל המסוים, אינטגרביליות ...

228

228



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 האינטגרל המסוים לפי ההגדרה, אינטגרביליות 

 : 7-1בשאלות  את הגבולות   וחשב

1) 
4 4 4

5

1 2 ...
lim
n

n

n→

+ + +
 

 

2) 

1 2
sin sin ... sin

lim
n

n

n n n

n→

+ + +

 

 

3) 
1 1 1

lim ...
1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

4) 
2 2 2 2 2 2

lim ...
1 2n

n n n

n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

5) 
2 2 2 2 2 2

1 1 1
lim ...

1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

6) 
3/2

1 2 ... 2
lim
n

n n n

n→

 + + + + + 
 
  

 

 

7) 
2 2 2

lim ...
( 1) ( 2) ( )n

n n n

n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

  ו:חשב (8
!

lim ln
n

n

n

n→

 
  
 

. 

 אמיתיים. -* תרגיל זה רלוונטי רק למי שלמד אינטגרלים לא 
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 על פי ההגדרה )של רימן(: 12-9בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

) להיעזר בזהויות הבאות:  ותוכל  )

( )( )

( )

2 2 2 2

23 3 3 3 2

1
2 2

2

1 2 3 ... 0.5 1

1
1 2 3 ... 1 2 1

6

1
1 2 3 ... 1

4

sin sin
sin sin 2 ... sin

sin

n n

n n n

n n n n

n n n

n


 
  

+

+ + + + = +

+ + + + = + +

+ + + + = +

+ + + =

 

9) 

1

0

xdx 10) 

1

2

0

x dx 11) 

1

3

0

x dx 12) 
0

sin xdx



 

 

חשבו לפי ההגדרה של רימן את   (13
4

2

1

x dx . 

 

לפי ההגדרה של רימן את    וחשב (14
2

1

1
dx

x
 . 

בחלוקה הבאה של הקטע   ורמז: השתמש 
0 1 2 3

1 2 ,2 ,2 ,2 ,..., 2 2
n

n n n n nP
 

= = = 
 

. 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

5
 

2) 1 cos1− 

3) ln 2 

4) 
4


 

5) ( )ln 1 2+ 

6) 
1.52 2

1.5 3
− 

7) ln 2 

8) 1− 

9) 
1

2
 

10) 
1

3
 

11) 
1

4
 

12) 2 

13) 21 

14) 0.5 
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 משפטי האינטגרביליות 

 שאלות 

]עבור כל אחת מהפונקציות הבאות האם היא אינטגרבילית בקטע  וקבד (1 , ]a b: 

 . א
1

( ) 1

1 1

x
x

f x x

x




= −
 =

    [ , ] [0, 2]a b = 

 .ב
2

2

1
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

+
        [ , ] [ 4,14]a b = − 

 . ג
4 1

( )
41 1

x x
f x

x


= 

− =
      [ , ] [0,9]a b = 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (2

]שפונקציית דיריכלה אינה אינטגרבילית בשום קטע   וחיהוכ . א , ]a b  . 

 דוגמה לפונקציה חסומה בקטע מסוים שאינה אינטגרבילית בו. ומצא .ב

]דוגמה לפונקציה מונוטונית למקוטעין בקטע   ומצא . ג 1,1]−, 
 בקטע. שאינה אינטגרבילית 

 

 . ואם היא נכונה או לא נכונה. נמק ולגבי כל אחת מהטענות, קבע (3

, בקטע fיימת פונקציה אינטגרבילית ק . א ,a b, 

 זה.  שאין לה פונקציה קדומה בקטע

, החסומה בקטע  f קיימת פונקציה .ב ,a b  וגזירה בקטע( ),a b, 

- ב שאינה אינטגרבילית ,a b. 

 

 הפונקציהנתונה  (4

1 1
0 , ,

2 4

( ) 1

1 1
2 ,

2 4

x x x

f x x

x x


  


= 

 = =


 . 

 ?[0,1]האם הפונקציה אינטגרבילית בקטע 
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 רבו אאינטגרביליות לפי ד

 שאלות

f[0,1]:נתונה   (1 )המוגדרת על ידי   ,→ )f x x=. 

 את האינטגרל העליון והאינטגרל התחתון של הפונקציה בקטע.  ומצא .א

 רבו אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו  .ב
 את האינטגרל המסוים שלה בקטע.  ו ומצא

 

,0]:נתונה   (2 2]f )2המוגדרת על ידי   → )f x x=. 

 את האינטגרל העליון והתחתון של הפונקציה בקטע.  ומצא .א

 רבו בקטע אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו  .ב
 האינטגרל המסוים שלה בקטע. את   ו ומצא

 

נתונה הפונקציה הבאה   (3

0 0 0.5

( ) 2 0.5

1 0.5 1

x

f x x

x

 


= =
  

. 

 רבו. אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו 

 

נתונה הפונקציה    (4
1

( )
1

x
f x

x


= 

− 
 . [0,1]בקטע   

 , לפי ההגדרה של דארבו, האם הפונקציה אינטגרבילית בקטע. וקבד .א

|  -כך ש ,fדוגמה לפונקציה    נות .ב |f 2- וf אינטגרביליות , 

 לא אינטגרבילית.  fאך  

 

]:י  תה (5 , ]f a b  פונקציה חסומה.  →

]של הקטע   P  נניח שקיימת חלוקה , ]a b, כך ש -( , ) ( , )L P f U P f=. 

 פונקציה קבועה.  f- שהוכיחו 

 

]:תהי   (6 , ]f a b  פונקציה חסומה.  →

]של הקטע   nPנניח שקיימת חלוקה   , ]a b, כך ש -( , ) ( , ) 0n nU P f L P f− →. 

 אינטגרבילית בקטע.  f- שהוכיחו  .א

limכי  הוכיחו  .ב ( , ) lim ( , ) ( )
b

n n
an n

U P f L P f f x dx
→ →

= = . 
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אינטגרבילית בעזרת  שהפונקציה הוכיחו בכל אחד מהסעיפים הבאים  (7
 את האינטגרל המסוים של הפונקציה בקטע. ובנוסף, חשב  קריטריון רימן.

) .א )f x x=,   [0,1]בקטע. 

)2 .ב )f x x=,   [0,2]בקטע. 

 

שהפונקציה  הוכיחו  (8
1

( )f x
x

,1]אינטגרבילית בקטע   =  בעזרת קריטריון רימן.  [2

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

א.  (1
1 1

0 0

1

2
f f= =    .ב

1

0

1

2
f dx = 

א.  (2
2 2

0 0

8

3
f f= =    .ב

2

0

8

3
f dx = 

 שאלת הוכחה.  (3

ב.  שאלת הוכחה. א.  (4
1

( )
1

x
f x

x


= 

− 
 

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

1
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 21 - שימושי האינטגרל המסויים (נפח-שטח מעטפת)

תוכן העניינים

1. חישוב נפח גוף-סיבוב י 235

2. חישוב שטח מעטפת גוף-סיבוב י 238

3. חישוב נפח גוף כללי י 239
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 סיבוב-חישוב נפח גוף

 שאלות 

2y ותהכלוא בין גרף הפונקצי השטח (1 x= 2-וy x= ה מסתובב סביב ציר -x. 
 את נפח הגוף המתקבל בשתי דרכים:חשבו 

 . (cavalieri)שיטת הדיסקות  . א

 הגליליות. שיטת הקליפות  .ב

 

2y ותהשטח הכלוא בין גרף הפונקצי (2 x= 2-וy x= ה מסתובב סביב ציר -y. 
 את נפח הגוף המתקבל בשתי דרכים:חשבו 

 . (cavalieri)שיטת הדיסקות  . א

 שיטת הקליפות הגליליות.  .ב

 

)בין גרף הפונקציה   הכלואהשטח  ) 31f x x=   .מסתובב סביב ציר כלשהו ,והצירים −

 : 8-3בשאלות  את נפח הגוף המתקבל בכל מקרה  ומצא

 .x-ציר ה (3

1yהישר   (4 = − . 

2yהישר   (5 = . 

 .y-ציר ה (6

1xהישר   (7 = − . 

2xהישר   (8 = . 

x

y

y = - 

y =  

x = - x =  

 

 

 את הנוסחה לחישוב נפח גליל.  וחיוהוכ ונסח (9

 

 את הנוסחה לחישוב נפח חרוט. וחיוהוכ וחנס (10

 

 את הנוסחה לחישוב נפח כדור.  וחיוהוכ ונסח (11
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)השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   (12 )2siny x=
   

,והישרים   , 0
6 3

x x y
 

= = = , 

 . y- ה מסתובב סביב ציר
 מהו נפח הגוף המתקבל? 

x

y

 
  

השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   (13
2xy e= 

,0  והישרים 0, 1y x x= = = , 
 .y- מסתובב סביב ציר ה

 מהו נפח הגוף המתקבל? 

x

y

 
  

)  השטח הכלוא בין גרף הפונקציה (14 ) lnf x x x=  ,

)  המשיק לגרף בנקודה ),e e וציר ה-x, 
 .x- מסתובב סביב ציר ה

 מהו נפח הגוף המתקבל? 
x

y

 
 

)2השטח הכלוא בין הגרפים של  (15 ) , ( ) 2 8 , 0f x x f x x x= = + = 

4xמסתובב סביב הישר  =. 
 את נפח גוף הסיבוב שמתקבל.   ומצא

 

  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1
64

15
   .ב

64

15
 

א.  (2
8

3
   .ב

8

3
 

3) 
9

14


 

4) 
15

7


 

5) 
33

14


 

6) 
3

5


 

7) 2.1 

8) 
12

5


 

9) 2V R H=  

10) 
2

3

R H
V

 
= 

11) 34

3
V R= 

12) ( )3 1
2


− 

13) ( )1e − 

14) 
3 4

54

e


−
 

15) 128 

1
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 סיבוב-שטח מעטפת של גוףחישוב 

 שאלות 

24yהפונקציה   (1 x= 1עבור   ,− 1x−  , מסתובבת סביב ציר ה-x. 
 מהו שטח המעטפת של הגוף שנוצר?

 

 לחישוב שטח מעטפת של חרוט.  האת הנוסחהוכיחו ו ונסח (2

 

 לחישוב שטח מעטפת של כדור.  האת הנוסחהוכיחו ו ונסח (3

 

29xהפונקציה   (4 y= 2, עבור  − 2y−  ,  המסתובבת סביב ציר-y. 

 מהו שטח המעטפת של הגוף שנוצר?
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 8 

2) 2 2S R H R= + 

3) 
24S R= 

4) 24 

1
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 חישוב נפח גוף כללי

 שאלות 

 hנוסחה לחישוב נפח פירמידה ישרה, אשר גובהה  ומצא (1
 . aובסיסה הוא ריבוע שאורך צלעו  

 

 ,את נפחה של פירמידה וחשב (2
 הוא משולש ישר זווית )ראו איור(.  שבסיסה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2

3

a h
V = 

2) 
6

abc
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חשבון אינפיניטסימאלי
פרק 22 - המשפט היסודי של החדו"א, משפטי הערך הממוצע לאינטגרלים

תוכן העניינים

1. המשפט היסודי של החדו"א - תרגילי חישוב י 240

2. המשפט היסודי של החדו"א - תרגילי תיאוריה י 243

3. משפטי הערך הממוצע לאינטגרלים י 246
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 תרגילי חישוב –המשפט היסודי של החדו"א 

 שאלות 

 , של החדו"א על סמך המשפט היסודי, 2-ו  1בשאלות 

)כי אם  וחיהוכ )f x גם רציפה ו( )a x ו-( )b x  :גזירות, אזי 

1) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )' '

b x

a

I x f t dt I x f b x b x=  = 

 

2) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )' ' '

b x

a x

I x f t dt I x f b x b x f a x a x=  = − 

 
 : 6-3בשאלות את הפונקציות  וגזר

3) ( )
2

2

x

tI x e dt−=  4) ( )
3

2

1

ln
x

t
I x dt

t
=  

5) ( )
3

2

ln

x x

I x t tdt

+

=  6) ( )
2

3
41

x

x

dt
I x

t
=

+
 

 

 : 9-7בשאלות את הגבולות  וחשב

7) 0

20

cos
lim

sin

x

x

tdt

t

x→


 

 

8) 

2

3
0

0

1
lim sin

x

x
tdt

x+→
 9) 

2

4
4

lim
4

x

t

x

x
e dt

x→ −  

 

את הגבול  וחשב (10

2

2

2

0

2

0

lim

x

t

xx
t

e dt

e dt
→

 
 
 




. 
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)את הפונקציה   וחקר (11 ) ( ) ( )
4 10

0

1 1

x

F x t t dt= + −,  :לפי הפירוט הבא 

 ה וירידה, נקודות פיתול יתחום הגדרה, נקודות קיצון ותחומי עלי
 ותחומי קמירות וקעירות. 

 

נתונה הפונקציה  (12
2 1

0
( ) ( )

t

g t f x dx
−

= ,   כאשר( )
2 2

0

( ) 2 2

x

yf x e dy= + +. 

 רציפה(.  fכי   וחי)הנ  g(1)''את  וחשב

 

f:תהי  (13  פונקציה רציפה. →

נגדיר  
0

( ) ( ) ( )
x

g x x t f t dt= −  לכלx. 

)''כי   וחיהוכ ) ( )g x f x=  לכלx. 

 

f:תהי  (14 0ויהי  ,פונקציה רציפה → . 

נגדיר   
0

1
( ) ( )sin ( )

x

g x f t x t dt


= −  לכלx. 

)2כי   וחיהוכ ) ( ) ( )f x g x g x=  .xלכל  +

 

0xפונקציה רציפה וחיובית לכל  fתהי  (15  . 

0כי הפונקציה   וחיהוכ

0

( )
( )

( )

x

x

f t dt
z x

t f t dt
=



,0]מונוטונית יורדת בקטע    ). 

 

את    ומצא (16
4

( )
e

f x dx,   אם נתון כי
3

2

2 2 2

2 1
( ) 2

1

x x x
t t

dt f t dt dt
t t t

− +
= +

− −  . 

 

)צאו את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מ (17 )
2

sin

0

x

tF x e dt=   0, בנקודה 2x =. 

 

  

1

פרק 22המשפט היסודי של החדו"א, משפטי ...

241

241



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

3) ( )
2

' xI x e−= 

4) ( )
( )

( )

3

2

2
3

ln
' 3

x
I x x

x
=  

5) ( ) ( )( ) ( )3 2 3' 3 1 lnI x x x x x x= + + + 

6) ( )
2

8 12

2 3
'

1 1

x x
I x

x x
= −

+ +
 

7) 
1

2
 

8) 
2

3
 

9) 164e 

10) 0 

 .xתחום הגדרה: כל  (11
 .xנקודות קיצון: אין קיצון, עולה לכל 

נקודות פיתול:  
3

1,1,
7

x = − − . 

תחומי קמירות: 
3

1  , 1
7

x x−   − . 

תחומי קעירות:  
3

1 , 1
7

x x − −  . 

12) 40 

 שאלת הוכחה. (13

 שאלת הוכחה. (14

 הוכחה.שאלת  (15

16) 21
14 2ln 4

2
e e− − − 

17) 2y x = − 

1
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 תרגילי תיאוריה  –המשפט היסודי של החדו"א 

 שאלות

 כך: [0,2]המוגדרת בקטע   fנתונה הפונקציה   (1
0 0 1

( )
1 1 2

x
f x

x

 
= 

 
. 

 אינטגרבילית בקטע הנתון.  f- שהוכיחו  .א

את  מצאו  .ב
0

( ) ( )

x

F x f t dt=    לכלx  .בקטע הנתון 

)האם  בדקו   .ג )F x .רציפה/גזירה בקטע 

)'האם   .ד ) ( )F x f x=? 

 

]המוגדרת בקטע   fנתונה הפונקציה   (2  כך: −[1,1
0 0

( )
1 0

x
f x

x


= 

=
. 

 אינטגרבילית בקטע הנתון.  f- שהוכיחו  .א

את  מצאו  .ב
1

( ) ( )

x

F x f t dt
−

=    לכלx  .בקטע הנתון 

)האם  בדקו   .ג )F x .רציפה/גזירה בקטע 

)'האם   .ד ) ( )F x f x=? 

 

]:נגדיר   (3 1,1]f −   על ידי →
2 2

1 2 12 sin cos ;  0
( )

0 ; 0

xx x
x x

f x
x

− 
= 

=

. 

]:נגדיר   1,1]F − על ידי   →
2

2 1sin ;  0
( )

0 ; 0

x
x x

F x
x

 
= 

=

. 

Fכי  הוכיחו  f ]-ב = אבל   ,−[1,1
1

1
( )f t dt

−  .לא קיים 

 האם הדבר עומד בסתירה למשפט היסודי של החדו"א? 

 

]:  אינטגרביליתנתונה פונקציה  (4 , ]f a b →. 

)כי  הוכיחו  ) lim ( )
b x

a ax b
f t dt f t dt

−→
= . 
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פונקציה אינטגרבילית בקטע   fתהי   (5 ,a b  המקיימת ,( ) 1

b

a

f t dt . 

שקיים  הוכיחו 
1x  בקטע ,( ),a b  עבורו ,( )

1

1

x

a

f t dt =. 

 

 .pעם מחזור   ,x  ומחזורית לכלפונקציה רציפה  fתהי   (6

)שלאינטגרל  הוכיחו  )
x p

x
f t dt

+

   יש את אותו הערך לכלx. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (7

  הראו כי הפונקציה .א
1/

2 2

0 0

1 1
( )

1 1

x x

f x dt dt
t t

= +
+ +    0)קבועה בקטע, ) ,

)עבורו מתקיים    Cומצאו את הקבוע הממשי  )f x C=   0)לכל, )x . 

הוכיחו כי   .ב
1

arctan arctan
2

x
x


+ 0xלכל   = . 

 

f[0,1]:הי  ת (8 פונקציה רציפה ונניח כי   →
1

0
( ) 1f x dx =. 

)שקיימת נקודה  הוכיחו  )0,1c , 2  -כך ש( 3)f c c=. 

 

- פונקציה רציפה ב fתהי   (9 0, 2   ונניח כי
2

0
( ) 0f t dt



= . 

)שקיימת נקודה  הוכיחו  )0, 2c  , 2- כך ש( 2) cos cf c =. 

 

תהי   (10
4

:[0, ]f   פונקציה רציפה.  →

,0]שקיים  הוכיחו  / 4]c , כך ש -
4

0
2cos 2 ( ) ( )c f t dt f c



=. 

 

f[0,1]:תהי   (11  פונקציה גזירה. →

- כך ש ,c(0,1)שקיים  הוכיחו 
1

1
20

( ) (0) ( )f x dx f f c= +. 

 

]:תהי   (12 , ]f a b  פונקציה רציפה.  →

)נניח כי   ) ( ) [ , ]
x b

a x
f t dt f t dt x a b=   . 

)כי  הוכיחו  ) 0 [ , ]f x x a b=   . 
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- פונקציה רציפה ב fתהי   (13 ,a b  ,ונניח כי קיימות שתי נקודות ,
1 2x x, 

)בקטע   ),a b, עבורן מתקיים  ש( ) ( )
1 2x x

a a

f t dt f t dt= . 

), בקטע  cכי קיים  הוכיחו  .א ),a bכך ש , -( ) 0f c =. 

- רציפה ב f-האם הטענה שבסעיף א' נכונה גם אם לא נדרוש ש .ב ,a b, 

- אינטגרבילית ב f- ונסתפק בדרישה החלשה יותר, ש ,a bו? נמק . 

 

|פונקציה קדומה לפונקציה   ומצא (14 |( ) xf x e−=. 

 

אינטגרבילית בכל קטע  פונקציה  fתהי   (15 ,a b , 

מתקיים   xונניח שלכל  
0

( ) ( )

x

f x f t dt= . 

)כי   וח יהוכ  ) 0f x  לכל    ,)כלומרx   מתקיים( ) 0f x =.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

ב.  שאלת הוכחה. א.  (1
0 0 1

( )
1 1 2

x
F x

x x

 
= 

−  
 .גזירהרציפה ולא ג.  

 לא. ד. 

)ב.  א. שאלת הוכחה.  (2 ) 0F x  . רציפה וגזירהג.  . בקטע הנתון xלכל   =
 ד. לא. 

0Cא.    (7  ב. שאלת הוכחה.   =

14)   
2 0

( )
0

x

x

e D x
F x

e D x

−− + + 
= 

+ 
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 משפטי הערך הממוצע לאינטגרלים 

 שאלות

בעזרת   בסרטון התיאוריה הוכחנו את משפט הערך הממוצע לאינטגרלים (1
 משפט ערך הביניים של קושי. 

את משפט הערך הממוצע לאינטגרלים בעזרת משפט הערך   וח יוהוכ  ונסח 
 הממוצע של לגראנז'. 

 

- רציפה ב fתהי   (2 ,a bו , -( ) 1

b

a

f x dx =. 

)שקיים פתרון למשוואה   וח יהוכ  ) ( ) 1b a f x− =. 

 

פונקציה רציפה בקטע   fתהי   (3 ,a b  ונניח כי ,
1 2a x x b     

)וכי   ) ( )
1 2x x

a a

f t dt f t dt= . 

), בקטע  xשקיים   וח יהוכ  ),a b  שעבורו ,( ) 0f x =. 

 

כי   , ללא חישוב האינטגרל, וח יהוכ  (4
1 1 1n

n
dx

x n

+

   לכלn. 

 

]פונקציה רציפה ויורדת בקטע   fתהי   (5 , 1]n n +. 

כי   וח יהוכ 
1

( 1) ( ) ( )
n

n
f n f x dx f n

+

+     לכלn. 

 

,יהיו   (6 :[ , ]f g a b )פונקציות רציפות המקיימות   → ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx= . 

]שקיימת נקודה   וח יהוכ  , ]c a b כך ש-  ( ) ( )f c g c=. 

 

f[0,1]:תהי   (7  פונקציה רציפה.  →

כי   וח יהוכ 
1

0
lim ( ) (0)n

n
f x dx f

→
=. 

  

1
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,0]:תהי   (8 )f   פונקציה רציפה.  →

limנתון כי   ( )
x

f x a
→

=. 

כי   וח יהוכ 
1

0
lim ( )
n

f nx dx a
→

=. 

 

)את הערך הממוצע של הפונקציה   וחשב (9 ) sin sin( )f x x x = ,0]בקטע   + 2 ]. 

 

 במשפט הערך הממוצע לאינטגרלים. ניזכר   (10
]:תהי   , ]f a b  פונקציה רציפה.   →

)אז קיימת נקודה   , )c a b כך ש-  ( ) ( )( )
b

a
f x dx f c b a= − 

את דרישת הרציפות בדרישה   נחליףאם   ,שהמשפט לעיל אינו נכון והרא
 לאינטגרביליות. 

 

הוכח כי   (11
4

2

3 6

ln 2 ln ln 2

x
dx

x
 . 

 

הוכח כי   (12
2 2

2

6

2

9 sin 9

x
dx

x





 
 . 

 

הוכח כי   (13
2

/4

0

1 1
ln 2 tan ln 2

2 2

xe xdx
e



− . 

 

f[0,1]:תהי   (14  פונקציה רציפה.  →

הוכח כי  
1

0
lim ( ) 0n

n
x f x dx

→
=. 

 

 את משפט הערך הממוצע האינטגרלי השני.  וח יוהוכ  ונסח  (15
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 חישוב שטחים 

 אינטגרל )מקרים פרטיים( חישוב שטחים באמצעות 

 :x- שטח הכלוא בין גרף פונקציה וציר ה .1
 

 
 

 כך שגרף אחד כולו מעל השני:  ,שטח הכלוא בין שני גרפים .2
 

 
 
 

 :x-שטח הכלוא בין שני גרפים וציר ה .3
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 שאלות 

)נתונות הפונקציות   (1 ) 2 4 12f x x x= − )-ו − ) 6g x x= −. 

 .g-ו fת גודל השטח הכלוא בין הגרפים של אחשבו 
 
 
 

 

)נתונות הפונקציות   (2 ) ( )2 21 , 7f x x g x x= − = −. 

 .g-ו f שלאת גודל השטח הכלוא בין הגרפים חשבו 
 
 
 

 

)נתונות הפונקציות   (3 ) ( )
2

2f x x= )-ו  − ) ( )
2

2g x x= − −, 

 כמתואר באיור.

 .II-ו Iבין הפונקציות לגרפים התאימו  . א

 את השטחים שבין כל פונקציה והציריםנסמן  .ב

 כמתואר באיור., 2S-ו 1S-ב

 שווים זה לזה. 2S-ו 1Sכי השטחים הראו 

 

 

)  נתונות הפונקציות (4 ) ( )2 22 1 , 6 9f x x x g x x x= − + = − +. 

 .x-את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות ובין ציר החשבו 
 
 
 

 

) הפונקציהנתונה  (5 ) 2 6 12f x x x= + + . 

 ישר העובר בראשית הצירים חותך את גרף הפונקציה 
4xבנקודה שבה  =    כמתואר באיור., −

 את משוואת הישר.  מצאו . א

 את נקודת החיתוך השנייה של הישר והפונקציה. מצאו   .ב

4xוהישר   x-גבל בין הישר, גרף הפונקציה, ציר האת השטח המומצאו   . ג = − . 
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) הפונקציהנתונה  (6 ) ( )
2

2f x x= − . 

 משיק. נעביר y-נקודת החיתוך שלה עם ציר הב

 את משוואת המשיק. מצאו   . א

 . x-המשיק עם ציר האת נקודת החיתוך של מצאו   .ב

 x-את השטח הכלוא בין המשיק, גרף הפונקציה וציר החשבו  . ג
 )השטח המסומן(. 

 
 

 

) הפונקציהנתונה  (7 ) 2f x kx x= − . 

9yהישר    הפונקציה בשתי נקודות. חותך את גרף  =

9xהוא   אלהשל אחת מנקודות  x-כי שיעור הידוע  =. 

 .kאת ערך הפרמטר מצאו   . א

 את נקודת החיתוך השנייה בין שני הגרפים.מצאו   .ב

 x- את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישר וציר החשבו  . ג
 )השטח המסומן(. 

 

)הנגזרת של הפונקציה   (8 )f x,  שלהלן המתוארת באיור, 

) היא )' 3 2f x x= 6yשמשוואתו , ABישר . − = 

) חותך את גרף הפונקציה  )f x  בנקודותA ו-B . 

 ,x- מנקודות אלו מורידים אנכים לציר ה

 .  ABCDכך שנוצר מלבן 
4xהוא  Aשל הנקודה  x-ידוע ששיעור ה =. 

)  את הפונקציהמצאו   . א )f x  . 

 x- המלבן וציר האת השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו  .ב
 . )השטח המסומן(

 

) הפונקציהחותך גרף  שלהלןבאיור  (9 ) 2f x x= 

)הפונקציה את גרף  )g x,   2בנקודה שבהx =. 

)הנגזרת של הפונקציה   )g x  היא ( )' 2 8g x x= −. 

)  את הפונקציהמצאו   . א )g x. 

 x-את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר החשבו  .ב
 המסומן(. השטח )

  

( )f x

y

x

1
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)מתוארים גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  (10 )f x   2והישרy x= . 

) נגזרת הפונקציה )f x  היא( )' 2 6f x x= −, 

 הפונקציה הישר חותך את כי וידוע 
16y הוא y-שבה ערך ה בנקודה =. 

)הפונקציה את מצאו   . א )f x. 

 אותן. מצאו  ,האם יש לגרף הפונקציה ולישר עוד נקודות חיתוך? אם כן .ב

 את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה והישר.חשבו  . ג

 

  הסעיפים הבאים: ענו על (11

) מבין כל המשיקים לגרף הפונקציה . א ) 2 3

2 1
f x

x x
= − , 

 ששיפועו מינימלי. את משוואת המשיק מצאו  

 מתוארים הגרפים של הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב
 והמשיק שמצאת בסעיף א'.

 , x-ואנך לציר ה ,בין גרף הפונקציה, המשיק את השטח הכלוא חשבו 
 .x-היוצא מנקודת החיתוך של המשיק עם ציר ה

 

) נתונות שתי פונקציות (12 ) ( )
2

2

1 2
, 

2

x x
f x g x

x x

+
= =

+
. 

 את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות, חשבו 
2xהישר    .x- וציר ה =

 

 מתוארים הגרפים של הפונקציות  שלהלןבאיור  (13

( ) 22f x x=
 

)-ו  ) 2

a
g x

x
= (a )0בתחום  ,קבועx  . 

 , ידוע כי הגרפים נחתכים ברביע הראשון
4yבנקודה הנמצאת על הישר   x=. 

 . aאת נקודת החיתוך של הגרפים ואת מצאו   . א

4xוהישר  x-את השטח המוגבל בין שני הגרפים, ציר ה חשבו  .ב =. 
 

) הפונקציהגרף  (14 )
2

2

a x
f x

x

−
=   (a )קבוע  

) בנקודה x-החותך את ציר  )6,0. 

 את הפונקציה. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

   את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה,חשבו  .ב
2xוהישר   x-ציר ה =. 

( )f x
y

x

y

x
( )f x
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) הפונקציהנתונה  (15 )
( )

2
2

A
f x

x A
=

+
 (A חיובי פרמטר.) 

 ידוע כי שיפוע הפונקציה בנקודת החיתוך שלה עם 

הוא  ,y-ציר ה
1

9
−. 

 .Aאת ערך הפרמטר מצאו   . א

 .y-הפונקציה בנקודת החיתוך עם ציר האת משוואת המשיק לגרף כתבו  .ב

4.5xכי המשיק חותך את גרף הפונקציה בנקודה שבה  הראו  . ג = −. 

ישר אופקי מנקודת החיתוך של המשיק וגרף הפונקציה מהסעיף   וריהעב .ד
 הפונקציה.את נקודת החיתוך הנוספת של ישר זה עם גרף מצאו ו ,הקודם

 באיור(. היעזרואת השטח כלוא בין המשיק, הישר וגרף הפונקציה ) חשבו  .ה

 

) הפונקציהנתונה  שלהלןבאיור  (16 )
1

2
f x x

x
= + . 

 את נקודת המינימום שלה. מצאו   . א

 נעבירמנקודת המינימום של הפונקציה  .ב

)לנקודה  ישר  .x- שעל ציר ה ,2,0(

 לציר גרף הפונקציה, ואנך זה,  ישר  את השטח הכלוא ביןמצאו  

)היוצא מהנקודה   ,x- ה  עד לנקודת החיתוך עם גרף הפונקציה. 2,0(

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   הבאבאיור  (17 )
16

f x
x

)-ו = ) 2g x x=. 

 את נקודת החיתוך של הגרפים.מצאו   . א

 את השטח המוגבל בין שני הגרפים,חשבו  .ב
9xוהישר   x-ציר ה =. 

 

) הפונקציהנתונה  (18 ) ( )6f x x x= − . 

הכלוא בין הפונקציה, המשיק לפונקציה בנקודת את גודל השטח חשבו 
 .y-המינימום שלה וציר ה

 

) נתונה הפונקציה (19 )
2 1

x
f x

x
=

+
  ברביע הראשון.  

 לפונקציה העבירו משיק העובר בראשית הצירים.
 את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה, חשבו 

3xהמשיק והישר   =. 

  

x

y

( )f x

y

( )f x

( )f x

 

 

 

1
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)הפונקציהמתואר גרף  שלהלןבאיור  (20 )
1

1f x
x

= −.  

x,  4x- שני אנכים לציר ה נעביר x-ו = t= (  4כאשרt  .) 

- ב x- וציר ה השטח הכלוא בין גרף הפונקציהאת  נסמן
1S, 

-ב והאנכים x-השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר הואת 
2S.  

1ידוע כי   28S S=. 

 .tאת  מצאו  
 

 

)הפונקציה נתונה  (21 )
8x x

f x
x

−
=. 

 הסעיפים הבאים: ענו על . א

 את תחום ההגדרה של הפונקציה.מצאו   .1

 .x-את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר המצאו   .2

 בכל תחום הגדרתה.כי הפונקציה עולה הראו  .3

משיק לגרף הפונקציה ששיפועו הוא  נעביר .ב
17

16
m =. 

 את נקודת ההשקה. מצאו  

  x-ואנך לציר ה x- את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר החשבו  . ג
 מנקודת ההשקה שמצאת בסעיף הקודם.

 

)ת נתונות שתי פונקציו  (22 ) ( ),  2f x x b g x x= + ), כאשר = )0b . 

 גודל השטח הכלוא בין הפונקציות 

הוא  x-וציר ה
2

2
3

 יחידות שטח. 

 . bאת ערכו של הפרמטר מצאו  
 

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיור  (23 ) 2f x x= ו-( )
32

g x
x

=, 

 ברביע הראשון.

xישר   נעביר a=,   החותך את גרף הפונקציה( )g x 

 ויוצר את השטח הכלוא בין שני הגרפים,
 . )השטח המסומן( והישר x-ציר ה

-ידוע כי שטח זה שווה ל 
1

85
3

S = . 

 .aאת  מצאו  

  

 

 
 

 

( )g x

x

y
( )f x

x a=

1
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) מתוארים הגרפים של הפונקציות שלהלןבאיור  (24 )
3

f x
x

)-ו = )
3

g x
x

= −. 

xשני ישרים   נעביר k= ו-x t= ,ותכים את הגרפים של הפונקציות אשר ח 
 . CD-ו ABויוצרים את הקטעים 

AB  ידוע כי 2CD=. 

4k  כיהראו  . א t=. 

 השטח הכלוא בין הפונקציות  .ב
xהישרים לבין  k= ו-x t=,  12הואS =. 

 .tאת  מצאו  

 

 הסעיפים הבאים: ענו על (25

)עבור איזה ערך של מצאו  . א )1  , a a  יתקיים
1

3
1 0

2 1

a

dx
x

 
− = 

− 
. 

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב )
3

1
2 1

f x
x

= −
−

. 

x,  1x- שני אנכים לציר ה נעביר 13x-ו = =, 

 . 2S-ו 1Sכך שנוצרים השטחים 

 .x-ת החיתוך של הפונקציה עם ציר האת נקודמצאו  

 הסעיפים הבאים: - תתי  ענו על . ג

 את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו  .1

1xוהאנך   x-ציר ה  .1S, כלומר את =

 . 2Sלכמה שווה השטח קבעו ובסעיף א' ו שהתקבלהבתוצאה  היעזרו .2

 . נמקו 

 

)הפונקציה   (26 )f x   0מוגדרת בתחום 10x . 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  )'f x. 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  . א )f x, 

)אם  ) ( )0 4 , 2 6f f= − =,( )5 0f =, 

)וכן   )10 0f . 

 והציריםגרף הנגזרת י את השטח המוגבל ע"חשבו  .ב
2xברביע הראשון, עד לנקודה שבה   =. 

  

y

x
x a=

1
 S

2
 S

1
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)גרף הפונקציה  להלן  (27 )'f x חותך את , אשר 

),  בנקודה אחת בלבד x-ציר ה )5,0. 

)את התחומים שבהם מצאו   . א )'f x חיובית, 

 ואת התחומים שבהם היא שלילית. 

)מהם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה קבעו  .ב )f x. 

)את נקודת הקיצון של הפונקציה כתבו  . ג )f x אם ידוע כי שיעור ה ,-y  

2y שלה הוא = −. 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  .ד )f x אם ידוע כי גרף הפונקציה ,

8yכאשר   y-חותך את ציר ה =. 

) גרף הנגזרתאת השטח הכלוא בין חשבו  .ה )'f x .והצירים 

 

)הנגזרת מתוארת   שלהלןבאיור  (28 )'f x.  

)פונקציה האם ל . א )f x  ?נמקו. יש נקודות קיצון 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  .ב )f x, 

)אם ידוע כי   )3 4f  וכי היא חותכת את  ,=

5yבנקודה שבה   y-ציר ה = −. 

) גרף הנגזרתאת השטח הכלוא בין חשבו  . ג )'f x 

 והצירים ברביע הראשון.
 

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיורים  (29 )f x ו-( )'f x: 

 

 נמקו. גרף שייך לאיזו פונקציה ואיזה  וזה . א

)נתון  .ב )10 3f = )וכי   ,− )f x חותכת את ציר ה-y   2בנקודה שבהy = − . 

) גרף הנגזרת מהו השטח המוגבל בין  )'f x  10, הצירים והישרx =? 

  

I                                                  II 

1
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)נתון גרף הנגזרת  (30 )'f x : 

 

 

)את גרף הפונקציה שרטטו  . א )f x   4בתחום 7x−  , 

)הנתונים  לפי ) ( )2 7.6  ,  0 2f f− = = )-ו − )6 606.8f = −. 

 ברביע השלישי.  x- וציר ה גרף הנגזרתבין את השטח המוגבל חשבו  .ב

 ברביע הרביעי. x- ה וציר גרף הנגזרתאת השטח המוגבל בין חשבו  . ג

 

  

1
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 פונקציות מעריכיות 

 מעריכיותאינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרלים יסודיים  אינטגרלים של פונקציות מורכבות

 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +

 
ln

x
x a

a dx c
a

= + 

mx n
mx n e

e dx c
m

+
+ = + x xe dx e c= + 

 

) הפונקציהנתונה  (31 ) 5 xf x e= − . 
 . −eהעבירו לפונקציה משיק ששיפועו 

 בין  השטח הכלוא את גודל חשבו 
 .x-הפונקציה, המשיק וציר ה

 .בתשובה ln-ו eניתן להשאיר  
 
  

)נתונה הפונקציה  (32 ) bxf x e=,   0כאשרb . 
המשיק לפונקציה העובר בראשית הצירים גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  

הוא  y-וציר ה
2

4

e −. 

 . bאת ערכו של הפרמטר מצאו  
 

)נתונות הפונקציות   (33 ) xg x e−= ו-( )
1

2
x

f x e=. 

)הפונקציה מנקודה הנמצאת על גרף  )g x רידו אנך לשני  ברביע הראשון הו

)חותך את הפונקציה  y-לציר ההצירים. המשך האנך  )f x, 
 כך שנוצר מלבן. ,x-לציר הומנקודת החיתוך יורד אנך נוסף 

כי שטחו המקסימלי של מלבן כזה הוא  הוכיחו 
3

e
. 

 
 מתוארים גרפים של הפונקציות  שלהלןבאיור  (34

( ) 2xf x e= ו-( ) 2xg x e−=   . 
x  את הישר x-אנך לציר ה נעביר a= , 
0a כאשר  ,.כמתואר באיור 

 .2S-ו 1Sאנך זה יוצר את השטחים 

 . 2Sמהשטח   3גדול פי  1Sידוע כי השטח 
 .aאת  מצאו  

 

 

 

 

y

x

 ( )f x  ( )g x

1 S

2 S

    x a=

1
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)נתונה הפונקציה  (35 ) 2 1 2 2xf x e ex−= − − . 

 היא נקודת המינימום של הפונקציה. Aהנקודה 

 .Aאת שיעורי הנקודה מצאו   . א

 עם ראשית הצירים. Aמחברים את הנקודה 

את משוואת הישר המחבר את הנקודה כתבו  .ב
A  .עם הראשית 

את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה,  חשבו  . ג
אם ידוע כי גרף הפונקציה  ,x- ההישר וציר  

1.7xבנקודה שבה   x-חותך את ציר ה =. 
 

 

)נתונה הפונקציה  (36 )
4

x axe e
f x

+
= . 

ידוע כי הפונקציה עוברת דרך הנקודה  
3

2

1
1,

4

e

e

 +
 
 

 . 

 את הפונקציה. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב )f x,    
0.1yוהישר   x= . 
 y-ה ציר ,את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישרחשבו 

2xוהאנך  =. 
 

מתוארים גרפים של שלוש  שלהלןבאיור  (37
 פונקציות: 

1 .( ) 2xf x =      2  .( ) 4xg x =      3 .( ) 4 22 xh x −= 

 איזה גרף מתאר כל פונקציה. קבעו  . א

 C- ו A ,B את שיעורי הנקודותמצאו   .ב
 )נקודות החיתוך בין הגרפים(.

 .את השטח המסומן באיורחשבו  . ג
 

 

 הסעיפים הבאים: ענו על (38

)את הפונקציה גזרו   . א )1xy e x= − . 

מתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  .ב
)הפונקציות  ) xg x e= )-ו − ) xf x xe= . 

x  ישר נעביר a=,   0כאשרa ,   החותך את
  הגרפים של שתי הפונקציות ויוצר את  

 . )מקווקו( והישר y-ציר ה, השטח הכלוא בין הגרפים של שניהם

 . 22e-ידוע כי שטח זה שווה ל 
 .aאת  מצאו  

  

y

x

( )f x

A 

y

x

( )f x

y

x

 ( )f x

22S e=

 g( )x

1
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 פונקציות לוגריתמיות

 לוגריתמיות אינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

1 1
lndx ax b c

ax b a
= + +

+ 
1

lndx x c
x

= + 

 

)נתונה הפונקציה  (39 )
1

f x
x

=.  

את גודל השטח הכלוא בין  חשבו 
1xהפונקציה, הישרים   = 4x- ו − = − 

 .x-וציר ה
 בתשובה. lnניתן להשאיר  

 
 

) הפונקציהנתונה  (40 )
2 3

1

x
f x

x

+
=

−
 . 

את גודל השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו 
2xהמשיק לפונקציה בנקודה שבה   =, 

 . ההעובר בנקודת המינימום של x-ואנך לציר ה
 בתשובה.  ln אפשר להשאיר ביטוי עם

 
  

)נתונות הפונקציות  שלהלןבאיור  (41 )
1

a
f x

x
=

−
 

)-ו )
1

2

a
g x

x

−
=

−
0xבתחום  , . 

ידוע כי הגרפים של הפונקציות נחתכים בנקודה 
3xשבה   = . 

 את שתי הפונקציות. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

את השטח המוגבל ע"י הגרפים של חשבו  .ב
xוהישר  y-הפונקציות, ציר השתי  e= −. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

1

פרק 23שימושי האינטגרל המסויים (שטח-א...

259

259



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  

 

) הפונקציהנתונה  (42 ) 7
b

f x ax
x

= + + . 

ידוע כי משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת 
18היא  x-החיתוך שלה עם ציר ה  9y x= −. 

 את הפונקציה. כתבו ו b-ו  aאת  מצאו   . א

שחותך את גרף  ,y-ישר המקביל לציר ה נעביר

ואת משוואת המשיק  ,Aהפונקציה בנקודה 
 .18  הוא AB. אורך הקטע Bבנקודה 

 

נמצאת מימין  Aאם ידוע כי הנקודה  ,את משוואת הישר הנ"למצאו   .ב
 .x-לנקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה

 בין גרף הפונקציה, המשיק והישר.את השטח המוגבל חשבו  . ג
 

)נגזרת הפונקציה  (43 )f x היא ( ) 2

4
'f x

x
= −. 

 משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה 
2xשבה   4yהיא  = x= −. 

)את  מצאו   . א )f x. 

ארים גרף הפונקציה מתו  שלהלןבאיור  .ב
( )f x 0בתחום  ,ומשיקx  .   

את השטח המוגבל בין גרף  חשבו 
2xוהישר   x-הפונקציה, המשיק, ציר ה e=. 

 

 

  הפונקציהנתונה  שלהלןבאיור  (44

( )
2

f x
x

0xבתחום  ,= .   

3x  את הישרים נעביר k= ,2x k= ,x k=  
4x-ו )באיור  כמתואר ,= )4x . 

 את  kבאמצעות   ועיהב . א
 . 2S- ו 1Sהשטחים 

 

2כי ההפרש הראו  .ב 1S S− אינו תלוי ב-k, את ערכו.חשבו ו 

 .1Sמהשטח   3גדול פי  2Sנתון כי השטח  . ג
 .kאת  מצאו  

 

)  נתונות הפונקציות (45 )
4

f x
x

= )-ו − )
2 5

k
g x

x
=

+
. 

)גרף  )g x חותך את ציר ה -y  0.4 שבה בנקודהy =. 

)הפונקציה  את מצאו   . א )g x. 

 את נקודת החיתוך של שני הגרפים. מצאו   .ב
 

1xאת השטח המוגבל ע"י שני הגרפים והישר  חשבו  . ג = −. 

 ( )f x

  ( )g x

1
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הפונקציות מתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  (46

( ) ( )ln 1xf x e−= )-ו + ) ( )2 3ln x xg x e e− −= +, 

0xבתחום  . 

 .y-כי הגרפים נחתכים על ציר ההראו  . א

x  ישר נעביר .ב a=  ( )1a ,  המאונך 
חותך את הגרפים של שתי  ,x-לציר ה

 )ראה איור(.  Sהפונקציות ויוצר את השטח 
4Sעבורו מתקיים  ,aאת ערכו של  מצאו   =. 

 

 

) הפונקציהמתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  (47 )
2

3 1
f x

x
=

−
y  והישר  x= . 

 ברביע הראשון.  ה והישר,את נקודת החיתוך של הפונקצימצאו   . א

x ,x-אנך לציר ה נעביר a=, מימין מצאו  הנ 
  החיתוך שמצאת בסעיף הקודם.לנקודת 

 האנך חותך את הגרפים ויוצר את השטחים 

1S 2-וS , איור. בהמתוארים 

   2Sעבורו השטח , a  את הערך שלמצאו   .ב

-יהיה שווה ל
1 2

ln 7
2 3
+ . 

 

1את יחס השטחים חשבו  ,בסעיף הקודם נמצאש a-עבור ערך ה  . ג

2

S

S
. 

 
 

  

 ( )f x

  ( )g xx a=

S
( )f x

( )g x

 ( )f x

x

x a=

1S

2S

1
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 חזקה עם מעריך רציונאלי   ית יפונקצ

 אינטגרלים מיידים של פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

( ) ( )
( )

1

1

m

m n
m

n n
ax b

ax b dx ax b dx c
m

a
n

+
+

+ = + = +
 
 + 
 

  
1

1

m
m n

n m n
x

x dx x dx c
m

n

+

= = +

+
  

 

1תנאי לקיום האינטגרציה 
m

n
 −. 

 

)הפונקציה מופיע גרף  שלהלןבאיור  (48 ) 34f x x x= −. 

 את נקודות החיתוך של הפונקציה עם מצאו   . א
 .x-ציר ה

את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה חשבו  .ב
 והצירים.

 
 

 

) הפונקציה גרף  מופיע שלהלןבאיור  (49 )
2 4x

f x
x

−
=. 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  . א

 את נקודת החיתוך של הפונקציה מצאו   .ב
 .x-עם ציר ה

 
)מהנקודה  y-לציר האנך  נעביר . ג )4,6 . 

 , והציריםהשטח הנוצר בין גרף הפונקציה, האנך את חשבו 
 .ברביע הראשון

 

) הפונקציהמתואר גרף  שלהלןבאיור  (50 ) 42f x x= −.  
רף  אנכים לצירים מנקודות החיתוך של ג נעביר

 ,מלבןכך שנוצר   ,הפונקציה עם הצירים
 ,1S-ב  השטח שבין גרף הפונקציה והצירים אתונסמן 

 .2S-ואת השטח שבין גרף הפונקציה והאנכים ב

1את היחס מצאו  

2

S

S
. 

 

1
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גרפים של הפונקציות   מתוארים שלהלןבאיור  (51

( ) 34f x x= ו-( )
3

1
g x

x
=. 

את נקודת החיתוך של הגרפים מצאו   . א
0xבתחום  . 

x ,x-ה אנך לציר נעביר .ב a=  (a .)פרמטר 
 ,ידוע כי השטח שנוצר בין שני הגרפים

 ,מנקודת החיתוך שלהם ועד לאנך

הוא 
3

42
16

 .יח"ש 

 .aאת  מצאו  

 

 

) הפונקציהנתונה  (52 ) 4 5 6f x x ax= + −, a רמטר. פ
בנקודה   x-ידוע כי גרף הפונקציה חותך את ציר ה

2xשבה   = . 

 את הפונקציה. כתבו ו aאת הפרמטר  מצאו   . א

 הפונקציה? מהו תחום ההגדרה של  .ב

 קצה של הפונקציה. באת נקודת קיצון  מצאו   . ג

 

דרך נקודת החיתוך  העובר ,את משוואת המשיק לגרף הפונקציהמצאו   .ד
 .x-ה שלה עם ציר

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ה )f x בסעיף נומצאוהמשיק ש 
  קצה של הפונקציהבקיצון האנך מהמשיק אל נקודת  נוריד .הקודם

 .  בסעיף ג' מצאנוש
)את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה חשבו  )f x  .והמשיק 

 

נתונים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיור  (53

( ) 62g x x= )-ו − ) 3f x x=. 

 החיתוך של הגרפים.את נקודת מצאו   . א

 את השטח הכלוא בין שני הגרפים חשבו  .ב
 .y-וציר ה

 
 

 

)הנגזרת של  (54 )f x  היא( )
( )

4
5

1
'

6 5
f x

x
= −

−
. 

 x-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה 
1.2xבנקודה שבה  =. 

)את  מצאו   . א )f x. 

את השטח הכלוא בין גרף  חשבו  .ב
)הפונקציה   )f x הפונקציה, גרף 

( ) 10g x x= וציר ה-x. 
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) הפונקציהנתונה  (55 ) 2

3

3 1

25
f x x

x
= +

−
 . 

את משוואת המשיק לגרף מצאו   . א
3xבנקודה שבה  הפונקציה  = −. 

את השטח הכלוא בין גרף  חשבו  .ב
)הפונקציה   )f x ,המשיק וציר ה-y. 

 

 
  

) הפונקציהנתונה  (56 ) 3 4f x x x= − . 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  . א

את נקודות החיתוך של מצאו   .ב
 .x-עם ציר ההפונקציה 

מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  . ג
השטח הכלוא בין גרף   ברביע הראשון.

 .1S-יסומן ב x-הפונקציה וציר ה
x  ישר נעביר k=  ,ר את השטח  צאשר יו

2S, באיור כמתואר . 

1אם ידוע כי    ,kאת  מצאו   2S S=. 
 

 

 

 
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 
1

57
6 

 יח"ש. 

2) 
1

21
3

 יח"ש. 

)א.  (3 ) If x =, ( ) IIg x  הוכחה. שאלת ב.       =

4) 
2

3
     .יח"ש 

yא.  (5 x= )ב.         − ג.       −3,3(
5

7
6

 יח"ש. 

4א.  (6 4y x= − )ב.    + )1,0
 

ג.     
2

3
 יח"ש. 

10kא.  (7 )ב.       = )1,9
 

ג.    
1

81
3 

 יח"ש. 

) א. (8 ) 2 3 10f x x x= − + ב.         +
1

27
6

 יח"ש.  

)א.  (9 ) ( )
2

4g x x= −
 

ב.       
1

5
3

 יח"ש.  

)א.  (10 ) 2 6f x x x= −
 

)ב.      )0,0
 

ג.    
1

85
3

 יח"ש. 

2yא. (11 x= − ב.        +
1

8
 .יח"ש 

 . יח"ש 1 (12

) א. (13 )2,8  , 32a ב.           =
1

13
3

 . יח"ש 

) א. (14 )
2

2

36
=  , 36

x
f x a

x

−
 יח"ש. 8ב.       =

Aא.  (15 ב.       =6
1 1

9 6
y x= − ד.       ג. הוכחה.  +

2
1.5,

3

 
− 
 

ה.       
5

8 
 . יח"ש

)א.  (16 )min 0.5,1.5
 

 .יח"ש 1.75ב.      

)א.  (17 )4,8
 

 .יח"ש 48ב.       

 יח"ש.  2.26 (18

 . יח"ש 0.5 (19

20) 16t = 

i .0xא.  (21      ii  .( )4,0     iii  .( )
4

' 1 0f x
x x

= +      .ב(  יח"ש.  88ג.    16,14(

22) 2b = 

23) 9a = 

1
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1tב.  .הוכחהשאלת א.  (24 = 

13aא.  (25 )ב.       = .  iג.      5,0(
1 2S = ii .2 1 2S S= − =. 

 יח"ש. 10ב.  (26

5xא. חיובית:   (27   :5, שליליתx .  :5ב. עולהx  :5, יורדתx . 

)ג.  )min 5,  יח"ש.  10ה.   .הוכחהשאלת ד.      −2

)א. לא. הנקודה   (28  מכיוון שהפונקציה עולה לפניה ואחריה.  ,היא פיתול 3,0(

 יח"ש.  9ג.    .הוכחהשאלת ב. 

)א.  (29 ) ( ): II ,  ' : If x f x      .יח"ש. 1ב 

 יח"ש. 604.8ג.   יח"ש.     9.6ב.  .הוכחהשאלת א.  (30

31) 0.192S  ש."יח =

32) 2b = 

 הוכחה.שאלת  (33

34) ln 2a = 

) א. (35 )A 1, 2e− )ב.    − )2y e x= − 4.744S ג. +  ש."יח =

2aא.  (36 = − ,( )
2

4

x xe e
f x

−+
 1.52  ב.  =

)  ב. (37 )C 0,1 ,
1

B 1 , 2.52
3

 
 
 

 ,( )A 1, 1.03S ג. 4  ש."יח =

'א.  (38 xy xe=    .2בa = 

39) ln 4S   ש."יח =

40) 4ln 2 2S =  ש."יח −

2aא.  (41 = ,( )
1

2
g x

x
=

−
 ,( )

2

1
f x

x
=

−
1.76S  .ב    ש. "יח =

4b א. (42 = −, 2a =, ( )
4

7 2f x x
x

= + 2xב.    − = 

6 ש."יח 11.54ג.  ln256S = +  

) א. (43 )
4

f x
x

6  ב.  = 4ln 2S =  ש. "יח −

2 א. (44 2lnS k= ,1 2ln ln16S k= 2ב.   − 1 ln16S S− 8k ג. = = 

) א. (45 )
2

2 5
g x

x
=

+
)ב.   )2,  ג. −2

1
ln 5 1.674

3
S =  ש."יח 

2a  ב. (46 = 

). א (47 5aב.     1,1( 1ג.  =

2

5.955
S

S
= 

)א.  (48 ) ( )0,0 , 16Sב.   8,0  ש. "יח =

0x א. (49      .ב( 18.149Sג.  2,0(  ש."יח =

1
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50) 1

2

4
S

S
= 

א.  (51
1

,2
8

 
 
 

8aב.     = 

1aא.  (52 =, ( ) 4 5 6f x x x= + 1.2xב.    −  )ג.   − )1.2,1.2− 

ד.  
27 27

32 16
y x= − 4.56Sה.    +  ש."יח =

) א. (53 ב.     1,1(
11

28
S  ש. "יח =

) א. (54 ) ( )
1

56 5f x x= ב.    −
5

1
66

S  ש. "יח=

 א. (55
15 45

2
16 16

y x= − 4.56Sב.    −  ש. "יח =

ב.   .xכל  א. (56
1

,0
8

 
− 
 

, 
1

,0
8

 
 
 

 ,( ג.   0,0(
1.5

3
0.2296..

8
k

 
= = 
 
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 y-חישוב שטחים ביחס לציר ה

 שאלות 

2yאת השטח הכלוא בין הפרבולה  וחשב (1 x= 6yוהישר   − x= +. 

 

2את השטח הכלוא בין הפרבולה  וחשב (2 2x y= 8yוהישר   + x= −. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

20
6

 

2) 
5

20
6
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 אורך קשת

 שאלות 

 את אורך העקום הנתון:  וחשב

1) ( )
4

2

1
1 2  ,

8 4

x
x y

x
  = + 2) ( ) 2/31 8  , x y x  = 

3) ( )
5

3

1
1 2  ,  

15 4

x
x y

x
  = + 4) ( ) ( )

3/2
22

0 3  , 1
3

x y x  = + 

5) ( ) ( )
1

0 3  , 3
3

x y x x  = − 6) ( ) 2/3 2/31 8  , 4x x y  + = 

7) ( ) 3/20 4 ,  3 1y x y  = − 8) ( )1 2 ,  lnx y x  = 

9) ( ) 21 2  ,  x y x  =  

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
33

16
 

2) 
1.5 1.51 40 13

9 3 3

 
− 

 
 

3) 
1097

480
 

4) 21 

5) 
1.51 2

2 3 3
2 3

 
+ 

 
 

6) 9 

7)  1.58
82 1

243
− 

8) 
1 5 1 1 2 1

5 ln 2 ln
2 25 1 2 1

   − −   
+ − +   

+ +      

 

9) ( ) ( ) ( )
5 1 1

17 ln 17 4 ln 5 2 Decimal: 3.16784
2 4 4

− + + − + 

1
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 הצגה פרמטרית של עקום 

 ת שאלו

 : להצגה קרטזית ,מן ההצגה הפרמטרית הנתונה עברו  (1

2 . א 20, 1,t x t y t = + = 

20 .ב , sin , cost x t y t  = = 

2 . ג , cos , 4sint x t y t   = = 

 

 : להצגה פרמטרית  ,מן ההצגה הקרטזית הנתונהעברו  (2

41 . א 4, 1x y x  = + 

22 .ב 2, 4x y x−   = − − 

22 . ג 2, 4x y x−   = + − 

 

 תיאור פרמטרי של מסלולים במישור. להלן (3
 , משוואה מתאימה  ומצא ,tהפרמטר  לעל ידי חילוץ ש

 :בלבד y-ו x שמבטאת כל מסלול באמצעות המשתנים

x,24 . א t y t= − = 

4 .ב cos , 1 2sinx t y t= − + = + 

3  . ג 34 cos , 4sinx t y t= + = 

) .ד ) ( )1 1, 0.5 1 1x t t y t t= + + = + + 

 .ה
2

2 2

20 20 5
,

4 4

t t t
x y

t t

−
= =

+ +
 

t,  .ו t t tx ke ke y ke ke− −= + = −  (k  .)קבוע 
 

  

1
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 תשובות סופיות 

,1א.  (1 1y x x= −     .21ב , 1 1y x x= − −   

. ג
2

2 1 , 1 1, 0
16

y
x x y+ = −    

2) 4, 1, 1 4x t y t t= = +    2.  בcos , 2sin , 2x t y t t = =   

2cosג.   , 2sin , 0x t y t t = =   

)2א.  (3 4)y x= ב.     +
2

2 1
( 4) 1

2

y
x

− 
+ + = 

 
ג.   

2 2 2

3 3 34x y+ = 

2ד.   24 4 2 1x xy y y− + = 2ה.      − 2 25x y+ 2ו.      = 2 24x y k− = 

1
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 הנגזרת ושימושיה

 שאלות 

ת הראשונה והשנייה של הפונקציה ואת הנגזר וחשב (1
( )

( )

sin

cos

x t t t

y t t t

= −


=

, 

 . הנתונה בצורה פרמטרית

 

   נתון העקום  (2
2

1 2

x t t

y t

 = +


= −
. 

 . את העקום ושרטט . א

)'את  וחשב .ב )y x .בשלוש דרכים שונות 

1tבנקודה בה   ,לעקום את משוואת המשיק   ומצא . ג = −. 

1tבה  בנקודה   ,את משוואת הנורמל לעקום  ומצא .ד = −. 

 

   נתון העקום  (3
3

2

3

3 9

x t t

y t

 = −


= −
. 

 . את העקום ושרטט . א

) לעקום בנקודהאת משוואת המשיק   ומצא .ב )0,0. 

 , המשיק לעקום הוא אופקי את הנקודות עבורן   ומצא . ג
 . המשיק לעקום הוא אנכי ואת הנקודות עבורן

 ? העקום קמור/קעור t  אילו ערכים של רועב .ד
 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
3

cos sin ( cos 2sin )(1 cos ) sin (cos sin )
' , ''

1 cos (1 cos )

t t t t t t t t t t t
y y

t t

−  − − − − −
= =

− −
  

ב.       א. ראו בסרטון.  (2
2

'
2 1

y
t

−
=

+
2ג.       3y x= 0.5ד.        + 3y x= − +  

3yסרטון. ב. בא. ראו  (3 x=    0)- ג. אופקי, )אנכי  −(9 2, 6) , (2, 6)− − − 

1ד.   1t−     .1קמורt   1אוt   קעור. −

1
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 שימושי האינטגרל המסוים

את השטח הכלוא בעקום חשבו  (1
cos 2

:
sin 4

x t
C

y t

=


=
. 

 

את השטח הכלוא בתוך האליפסה  חשבו  (2
2 2

2 2
1

x y

a b
+ ,, כאשר  = 0a b . 

aלב שאם  מו* שי b r=  .rנקבל שטח הכלוא בתוך מעגל עם רדיוס  ,=
 

0את השטח הכלוא בין העקום חשבו  (3 , cos , sint x t y t t  = = + 
 .x-ה לבין ציר

 

20את השטח הכלוא בין העקום חשבו  (4 2 , 4cos , sint x t y t  = = 
 .x-ה לבין ציר

 

את אורך העקום חשבו  (5
sin

1 cos

x t t

y t

= −


= −
   0 2t  . 

 

 את אורך העקוםחשבו  (6
cos

sin

x t

y t t

=


= +
) מהנקודה , )ה לנקוד 1,0( )1,−. 

 
 המוגדר על ידי ההצגה הפרמטרית  ,חלקיק נע לאורך מסלול (7

        
cos 2

0 2
sin 2

x t
t

y t


=
 

=
 

 אותו לאורך העקום עצמו.  את המרחק שהחלקיק עבר והשוו  ומצא
 

חלק העקום    (8
cos

sin

x r t

y r t

=


=
0t  שבין , tן לבי = =, ה  מסתובב סביב ציר-x . 

 ?מהו שטח המעטפת הנוצרת
 

חלק העקום    (9
3

3

cos

sin

x t

y t

 =


=
0t  שבין , ן לבי =

2
t


 . y-ה  מסתובב סביב ציר ,=

 ?מהו שטח המעטפת הנוצרת
 

 את אורך העקוםחשבו  (10

4sin

10 2

4cos

x t

y t t

z t

 

=


= −  
 =

. 
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)את אורך העקום חשבו  (11 ) ( ) ( ) ( )1 3, cos sint t tt t e t e t e  = + +r i j k. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 8 / 3 

2) ab 

3) 1.5 

4) 16 / 3 

5)  8 

6)  4 

 .4המרחק שעבר החלקיק הוא  .2 הואעקום האורך  (7

8)  24 r 

9)  6 / 5 

10) 6 29 

11) ( )23 1e e − 
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 קואורדינטות קוטביות 

 שאלות 

 הסעיפים הבאים: ענו על (1

,4את הנקודה הקוטבית המירו  . א
3

 
 
 

 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית  המירו  .ב )1, 1−  לנקודה קוטבית.  −

 
 

 הסעיפים הבאים: ענו על (2

,10את הנקודה הקוטבית המירו  . א
3

 
− 

 
 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית  המירו  .ב )0,  לנקודה קוטבית.  −4

)את הנקודה הקרטזית  המירו  . ג )2,  לנקודה קוטבית.  −2

 

 הסעיפים הבאים: ענו על (3

24את המשוואה  המירו  . א 1x x xy− =  לקואורדינטות קוטביות.  +

4cosrאת המשוואה  המירו  .ב =  לקואורדינטות קרטזיות.  −

 
 הסעיפים הבאים: ענו על (4

2את המשוואה  המירו  . א 2 4x y y+  לקואורדינטות פולריות.  =

10xאת המשוואה  המירו  .ב  לקואורדינטות פולריות.  =

4yאת המשוואה  המירו  . ג  לקואורדינטות פולריות.  =

 
 הסעיפים הבאים: ענו על (5

4rאת המשוואה  המירו  . א  לקואורדינטות קרטזיות.  =

/את המשוואה  המירו  .ב 4 =  .לקואורדינטות קרטזיות 

2cosאת המשואה  המירו  . ג 4sinr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  +

36את המשוואה  המירו  .ד sin 4 cosr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  −
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( ), 2,2 3x y )ב.   = )
5

, 2,
4

r



 

=  
 

 

) א. (2 ) ( ), 5, 5 3x y = )ב.   − )
3

, 4,
2

r



 

=  
 

)ג.   )
3

, 8,
4

r



 

=  
 

 

2א.  (3 24 cos cos 1 cos sinr r r r   − = +  .2  ב 2 2( 2) 2x y+ + = 

4sinr א. (4 =  .ב  cos 10r  sin ג.  = 4r  = 

2א.  (5 2 24x y+ yב.   = x= .2 ג 2( 1) ( 2) 5x y− + − = 

)  ד. )
3

2 2 2 26 4x y y x y x+  = + − 
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 הנגזרת ושימושיה

 שאלות 

3את משוואת המשיק לעקום    ומצא (1 8sinr = בנקודה  +
6


 =. 

 

1את משוואת המשיק לעקום    ומצא (2 2sinr =  בראשית הצירים. −
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
11 3 98

5 5
y x= − 

2) 
3 3

,
3 3

y x y x= = − 
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 שימושי האינטגרל המסוים

 שאלות 

.את השטח של הלולאה הפנימית של חשבו  (1 2(1 2cos )r = + 

 

6את השטח הכלוא בתוך  חשבו  (2 4cosr =  . y-ה ומשמאל לציר +

 

3את השטח הכלוא בתוך  חשבו  (3 2sinr = +. 

 

3את השטח המוגבל בתוך חשבו  (4 2sinr = 2r- ומחוץ ל + =. 

 

2rאת השטח המוגבל בתוך חשבו  (5 3- ומחוץ ל = 2sinr = +. 

 

2rאת השטח המוגבל בתוך חשבו  (6 3ובתוך   = 2sinr = +. 

 

2sinrאת השטח הכלוא בתוך המעגל חשבו  (7 =   ומחוץ למעגל. 1r = 

 

1את אורך הקרדיואידה מצאו   (8 cosr = +. 

 

3sinרד  ואת האורך של עלה אחד של הומצאו   (9 2r =. 
 את האינטגרל!  חשבאין צורך ל

 

 

rאת אורך העקום מצאו   (10 =,   0כאשר 1 . 

 

cosrהעקום   (11 =, 0  כאשר
2


 ,  ה  מסתובב סביב ציר -x. 

 מהו שטח המעטפת של הגוף הנוצר?
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4העקום   (12 4sinr =   כאשר ,+
2 2

 
−  ,  ה  מסתובב סביב ציר -y. 

 מהו שטח המעטפת של הגוף הנוצר?
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 4 6 3 2.174S = − = 

2) 22 48S = − 
3) 11S = 

4) 
11 3 14

24.187
2 3

S


= + = 

5) 
11 3 7

2.196
2 3

S


= − = 

6) 10.37 

7) 
3

3 2
S


= + 

8) 8 

9) 
2

2

0

3 1 3cos 2 d



 = + 

10) 
( )2 ln 2 1

2

+ +
= 

11) xS = 

12) 102.4yS = 
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 גרפים נפוצים בקואורדינטות פולריות   -נספח 

 ים וקו

1) cosr a xהישר    - = a=. 

2) sinr b yהישר    - = b=. 

3)  =  -   הישר העובר דך הראשית(tan )y x=. 
 

 

 

 מעגלים 

1 .r a=   - מעגל שמרכזו בראשית הצירים ורדיוסו a. 

2  .2 cosr a =   -   מעגל שמרכזו בנקודה( ), 0a ורדיוסו  a. 

3  .2 sinr b =   -   מעגל שמרכזו בנקודה( )0,b ורדיוסו  b. 

4 .2 cos 2 sinr a b = )מעגל שמרכזו בנק'   - + ),a b  2ורדיוסו 2a b+. 

 

 

 

 קרדיודות ולמניסקטות

cosקרדיודות  (1 , sinr a a r a a =  = : 

 גרף בצורת לב שמכיל את הראשית. 

 

cosלמניסקטות עם לולאה פנימית    (2 , sinr a b r a b =  =   ( )a b : 

 גרף שיכיל לולאה פנימית ושתמיד יכיל את הראשית. 

 

cosלמניסקטות ללא לולאה פנימית   (3 , sinr a b r a b =  =   ( )a b : 

 גרף ללא לולאה פנימית שאינו מכיל את הראשית. 
 

0* נשרטט בדרך כלל עבור מחזור שלם  2  . 
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 למינסקטות ביתר פירוט 

cosrהגרף של  a b = +: 
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cosrהגרף של  a b = − 
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sinrהגרף של  a b = + 
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sinrהגרף של  a b = − 
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 גרפים נפוצים נוספים
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